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编写 说 明 


影响 最 大 、\ 级 别 最 高 的 中 学 生 * 国 际 数学 奥林匹克 "( 简 称 IMO) th * P, 
久 , 自 第 1 届 IMO + 1959 年 在 罗马 尼 亚 举行 以 来 ,有 近 60 年 的 历史 ,其 影响 
越 来 越 广泛 。 在 国际 数学 奥林匹克 的 推动 下 ,世界 各 地 的 数学 竞赛 活动 如 火 
如 茶 。 目 前 ,我 国 数学 竞赛 逐步 形成 了 从 全 国联 合 况 赛 、 全 国 中 学 生 数 学 冬令 
营 到 国家 集训 队 一 个 完整 的 竞赛 选拔 体系 。 

数学 竞赛 作为 一 项 智力 活动 ,吸引 了 无 数 数学 爱好 者 积极 参与 ,也 为 那些 
对 数学 有 浓厚 兴趣 和 有 数学 天 车 的 学 生 提供 一 个 展示 自我 的 平台 ,是 发 现 和 
培养 数学 人 才 的 一 条 有 效 渠 道 。 我 们 欣喜 地 看 到 ,通过 这 项 活动 ,发 现 了 一 批 
数学 苗子 ,培养 了 一 批 数学 人 才 ， 许多 参与 竞赛 的 优秀 选手 后 来 都 成 了 杰出 
的 数学 家 。 

总 体 看 来 ,我 国 的 数学 竞赛 体制 日 趋 完善 , 它 的 一 些 功能 和 作用 也 日 益 凸 
显 。 随 着 高 校 招生 制度 的 改革 ,各 种 学 科 竞赛 ,尤其 是 数学 竟 赛 的 选拔 功能 越 
来 越 被 广大 高 校 所 认可 。 事 实 上 .学 科 竟 赛 已 经 成 为 高校 自主 招生 和 选拔 人 
才 的 重要 途径 之 一 。 

我 们 本 着 为 数学 竞赛 的 普及 .提高 做 点 有 益 事 情 的 愿望 ,在 全 国 范围 内 组 
织 一 批 长 期 从 事 数学 竞赛 且 作 出 杰出 成 绩 的 一 线 专家 编写 了 一 套 " 高 中 数学 
竞赛 专题 讲座 从 书 ”。 从 书包 括 《 初 等 数论 》《 函 数 与 函数 方程 《复数 与 多 项 
式 》 必 不 等 式 》 尽 组 合 问题 ?人 排列 组 合 与 概率 》 必 数列 与 归纳 法 》 改 集合 与 简 
353948). 函数 ? 尽 立 体 几 何 ? 必 平面 几何 》 必 解析 几何 》 和 & 数学 结构 思想 
及 解 题 方 法 ?13 种 。 

从 书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必 须 掌 所 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竞赛 大 
纲要 求 的 一 些 基 本 数学 思想 .方法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 
读 。 从 书 的 特点 是 : 


1, 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 , 传 
授 数 学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 还 辑 思维 能 力 , 不 叭 解 题 而 解 题 ; 

2. 本 着 少 两 精 的 原则 选择 材料 ,不 搞 题 海战 术 , 不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 
带 面 , 举 一 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 误 析 问题 的 数学 背景 , 控 据 数 
学 内 涵 , 培 养 学 生 的 数学 品 衬 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

4. 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 技 高 ,对 参加 冬令 营 甚至 是 更 
高 层次 的 竞赛 都 有 一 定 的 指导 作用 和 参考 价值 

做 蔬 由 浙江 大 学 数学 系 教授 ,博士 生 导师 、 全 国 数学 奥林匹克 竞赛 领队 李 
胜 宏 策划 ;丛书 由 陶 平 生 \ 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 主编 参加 编写 的 成 员 是 ; 陶 
PEHR- AEF APEPRE ERP RED PERKE ERA, 
李世杰 AAK MEAE DHK. N 

#TRIUMWAKTAHMR,S PS T3248EU3AU NE, 
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自 公 元 前 3 世纪 十 希腊 数学 家 欧 几 里 得 的 & 几 何 原本 》 问 世 以 来 ,平面 几 
何 作 为 数学 的 一 个 分 支 而 存在 于 世 。 在 历史 上 ,几何 原本 ) 的 问世 英 定 了 数 
学 科学 的 基础 ,平面 几何 提出 的 问题 ,诱发 出 了 一 个 又 一 个 重要 的 数学 概念 和 
有 力 的 数学 方法 。 由 于 平面 几何 有 其 鲜明 的 直觉 与 严谨 ,精确 而 简明 的 语言 ， 
并 且 经 常 出 现 一 些 极 具 挑 战 性 的 问题 ,因而 这 一 古老 的 数学 分 支 一 直 保持 着 
青春 的 活力 ,青少年 中 的 数学 爱好 者 ,大 多 数 首先 是 平面 几何 的 爱好 者 。 世 界 
各 国 无 不 将 平面 几何 作为 培养 本 国 公 民 的 逻辑 思维 能 力 、 空 间 想象 能 力 和 推 
理 能 力 的 首选 题材 。 正 因为 如 此 ,在 数学 智力 竞赛 中 ,尤其 在 数学 奥林匹克 竞 
赛 中 ,平面 几何 内 容 占 据 着 十 分 显著 的 位 置 ,如 果 我 们 把 数学 比 作 占 峨 的 宫 
股 , 那 么 平面 几何 恰似 这 宫殿 门 前 的 五 彩 续 纷 的 花坛 , 它 吸引 着 人 们 更 多 地 去 
了 解 教学 科学 ,研究 数学 科学 。 

教学 难 学 ,平面 几何 难 学 ,这 也 是 很 多 人 感受 到 了 的 问题 。 目 前 市 面 上 许 
多 竞赛 救 轿 书 都 涉及 平面 几何 的 内 容 , 但 大 都 不 够 全 面 ,' 有 些 名 家 专著 , 虽 有 
较 详细 的 论述 ,但 篇 幅 较 长 ,高 中 学 生 很 难 抽 时 间 仔细 阅读 。 基 于 上 述 考虑 ， 
我 参考 了 众多 名 家 的 专著 和 文章 ,结合 自己 多 年 来 辅导 况 赛 的 教学 实际 , 编 成 
这 本 《平面 几何 ? 教 辅 书 , 旨 在 给 众多 数学 竞赛 爱好 者 提供 一 定 的 帮助 。 雪 友 
马 洪 类 一 同 编写 了 第 四 章 人 《几何 不 等 式 与 几何 变 接 》 使 本 书 又 增色 不 少 。 在 
此 对 书 中 一 些 题目 的 作者 表示 感谢 。 

限于 作者 水 平 , 书 中 出 现 错误 也 在 所 难免 , 阁 请 读者 批评 指正 。 


LELA 
2007 年 5 月 于 绍兴 一 中 
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第 1 讲 ” 梅 涅 劳 斯 定理 和 塞 瓦 定理 


Sao DRAR 


欧 几 里 得 的 (几何 原本 3 问世 以 来 ,初等 儿 何以 其 新 奇 .美妙 、 丰 窟 .完美 的 内 容 和 形 
式 引发 了 历代 数学 家 们 浓厚 的 兴趣 . 许多 杰出 的 数学 家 为 了 探索 几何 学 的 奥秘 而 秦 献 了 
毕生 的 精力 ,他 们 发 现 了 一 个 又 一 个 新 的 定理 ,推动 了 几何 学 的 迅速 发 展 . 为 纪念 他 们 ， 
人 们 以 他 们 的 名 字 来 命名 他 们 所 获得 的 重要 成 果 . 这 些 优秀 成 果 如 同 丽 瑰 的 明珠 照 亮 了 
几何 学 的 历程 . 

梅 涅 劳 斯 定理 和 塞 瓦 定理 就 是 其 中 最 常用 的 两 个 定理 

梅 涅 劳 斯 是 古 希 腊 的 著名 几何 学 家 ,在 他 的 儿 何 著作 4 球 论 } 中 ,他 提出 了 * 梅 涅 劳 
斯 "这 条 著名 的 定理 . 

梅 涅 劳 斯 定理 AB C 分 别 


BC 的 三 边 BC .CA、AB 或 其 延长 线 上 的 点 ， 
HAB C ata WEA ` CE. CR 1- D 


š CA E " CB'_CA' AC 
证 明 ”如 图 1-1. 过 入 作 直 线 AD/CA' 交 BC WEKRE D MEA ADCS 


DA’ „BA, CR $ 


ABAC B'A 


A'D 


评注 此 定理 的 证 明 还 有 如 下 正弦 定理 证 法 及 面积 证 法 - 
正弦 定理 证 法 H/BCA' =a, ZCB'A' =p, ZB'A'B =y fE 


sina 


siny AC _ sing ,此 二 
ATE ERM 


三 式 相 乘 即 证 . 
nB’ C 分 别 是 AABC 的 三 边 BC .CA、AB 或 其 延长 


梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 i> / 
线 上 的 点 , 若 
BA’ . CB’ AC _ 
AC' BA CE ° 
sa. 
EM RARABEKRZAB 于 C,, 则 由 梅 浊 劳 斯 定 理 得 全 -C 


ñami. R p ° 


又 由 合 比 定理 ,知人 


有 时 ,也 把 上 述 两 个 定理 合 写 为 : 设 A'.B'.C 分 别 是 AABC 的 三 边 BC.CA.AB 所 
在 直线 (包括 三 边 的 延长 线 ) 上 的 点 , 则 A'、B'.C' 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 


角 元 形式 的 梅 涅 劳 斯 定理 设 4 .B'.C 分 别 是 AAARBC 的 三 边 BC .CA、AB 所 在 直 
线 (包括 三 边 的 延长 线 ) 上 的 点 , 则 A .BC 共 线 的 充 要 条 件 是 


sinLBAA' | sinZACC' , sinZCBB” 

sn Z AAC ` snZCCB ` sin Z BBA @ 
证 明 ”如 图 1-2. 可 得 a 

; LAB. AA + sing BAA 
BA 二 一 -一 一 一 S 
AC Sar FAA + AC- sinZA'AC j LXS P 
Iaa, 
sinZ BAA’ 


sinZ PAC 图 1-2 


wa, B= BC ° snZCBB' AC LAC + inZ ACC 

BA AB- sinZB'BA'C'B BC.sn/CCB 
RHR TARRE A NER RUDEE WAERT. 

WE 上 壕 各 定理 中 ,着 采 用 有 向 绪 段 或 有 身 角 . 则 中、 名、 人 @ 式 中 的 右 端 均 为 一 1 
OAPAMA CTURDFOR P KAER REI. 

ERG 。Ceva) 是 EE SAHAKATEBESS3 R QEN RE TWDS SME 
理 ,并 根据 梅 湿 东 断定 理 推出 了 他 自己 的 著名 定理 - 

ETES 设 A',B'.C' 分 别 是 人 ABC 的 三 边 BC .CA.AB 或 其 B 
延长 线 上 的 点 , 若 AA BB CCO 三 条 线 平行 或 共 点 , 则 4 Or ` 


证 明 如 图 1-3, 若 AA'、BB' .CC 交 于 一 点 已 , 则 过 信 作 BC 的 
< rps 5 BC AC Att 
平行 线 , 分 别 交 BB'.CC’ 的 延长 线 于 D ,EE 
4P_AC 
À 
BA’ .CB’ , AC LAD 。 BC 
从 而 ATG B'A ` CB EA AD ` BC 
Hi AA’ BB’ CC 三 条 线 平行 , 串 类 似 证 明 ( 略 ). 
评注 对 于 图 1-4 也 有 如 下 面积 证 法 ， 


BA’ _ AD 
AT EA 


BA' 
XH AD 


分 别 是 人 ABC 的 = 


SB L AG Y. 


AC, _AC p AC, AC 
B'A C, 


CRM ABU AB MN. 


> 


ganr BB NEB = CB. t Ama. AT = AC. th cC NAA', 故 
4A'NBB'NCC 
土 述 两 定理 可 合 写 为 : 设 A.B .C 分 别 是 AABC 的 三 边 BC.CA.AB 所 在 直线 上 的 


BA’ CB AC. 


MN = £ 8 AA BB .CC 平行 或 共 点 的 充 要 条 件 是 ME ° 车 = 


PPE 
s 


角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ” 设 A 、B'、C 分 别 是 入 ABC 的 三 边 BC .CA、AB 所 在 直线 上 
的 点 , 则 三 条 直线 AA BB ,CC 平行 或 共 点 的 充 要 条 件 是 
n BAA , sinZACC' , sinZ CBB' _ 


sinZAAC ` sinZCCB ` sinZ BBA ` 
证 明 ”由 BA = AB-sinZBAA' CB' _ BC» sinZCBB' AC'_ 
AC Siwo AAC+ sing AAC’ B'A ` AB- sin? WBA ' CE 


AC e sin ACI 
BC + sin Z CCR 

推论 ALB C 分 别 是 人 ABC SHER = BMB, CÀ, AB 06. WJAA.. 
BB, .CC, 共 点 的 充 要 条 件 是 


三 式 相 乘 , 再 运用 塞 瓦 定理 及 其 逆 定 理 . 知 结论 成 立 . 


BA, ， Cl ms 
A,C BAA C.B 
证 明 如 图 1-5, 设 和 ABC 的 外 接 圆 半 径 为 R.AA, 交 BC 于 
A',BB; ZCA p B 7, h AG BA, CB, 六 点 


了 sinZBAA° 
共 加 及 正弦 定 理 , 有 sinZAAC: 


A 
CB, _ sios 
MAA” sin BB 


si 


IRAR , HH fi TER 06 9 R 8 Bp E. 


ü mis 
例 1 ORRIO 1-6. h O J| 80) £ W F. 6 f Bi + iz 
SGA MARB M BC MC. AR BC 和 BC: ZFA XMR 
A.C, WAC ZFA Y: R AB, 和 AB: % 8 Z. RiE,X.Y.Z 4 
RA. oc AN 
分 析 ”当然 稍微 观察 一 下 就 会 发 现 这 个 定理 显然 要 使 用 梅 氏 定 SW 
埋 来 证 明 , 因 为 题 日 几乎 什么 条 件 都 没 给 ,除了 直线 还 是 直线 ,所 以 迫 NE 
不 得 已 我 们 只 好 使 用 梅 氏 定理 . y 
s gat BX GY i 
已 知 AA,B,C, 和 XYZ HERR REER 了 N, 


Ba. 关键 是 这 些 比例 我 们 都 不 知道 .所 以 就 要 想 办 法 转化 条 件 . 注意 
至 可 以 看 成 是 在 AOA,B, 中 ZA: B. 为 梅 氏 线 时 也 用 到 的 一 个 比例 .所 以 .我 们 考虑 


Fo 


= 


N Lz OA: .AZ . B.B. A.Z_A:A, , BO 
这 个 梅 氏 定理 对 应 的 式 子 :A  ZB, BOT} 由 此 知道 下- 一 DA: B.B; 

这 里 ,请 读者 要 注意 这 样 -个 事实 ,就 是 ABC 地 位 的 轮换 对 称 性 。 所 以 说 ,我 们 根 
本 不 需要 去 想 科 下 两 个 应 该 如 何 去 转 化 ,而 只 需要 对 上 式 的 ABC 进行 轮换 代入 即 可 得 


到 关于 另外 两 个 比例 的 转化 式 站 PALLE 一 个 式 于 


PEF ARH B 代 蔡 . 见 到 BB 就 用 C (CW. 见 到 之 就 用 RE: x= TED. 这 样 可 以 
大 大 减 短 思考 问题 的 时 间 ,而 且 还 时 刻 保持 了 对 称 性 . 

当然 在 写 证 明 的 时 息 , 我 们 最 好 还 是 不 要 点 明 的 说 这 些 对 称 性 的 东西 ,因为 这 些 很 
多 部 是 建立 在 感觉 的 基础 之 上 ,并 不 是 特别 的 严格 . 

证 明 在 AOA, B 中 .ZA;B: 为 梅 氏 线 , 由 梅 氏 定理 得 : 


=== 


在 4AOBIC h.ZB.C, HCR . h BIKE 49. 


OB. 
BB 


在 AOC'A， a 

O: ,OY 

CC, YA AO 

将 以 上 

MERARI N Y ZR. 

WE ite O tO 392 £ 8k AUS FU W É OE (fe R L 9, S E LES LE 
EE LE EUL ananumasaqamkia ra. 

例 2 如 图 17, 四 0 加 0 MOO, 两 两 的 外 公 切 线 分 
WETA P QHR RE: PQR 三 点 共 线 . 

分 析 1 我 先 说 一 个 解法 ,这 是 由 “种 感觉 带 来 的 , 因 笔 、 
者 第 一 次 拿 到 路 口中 反应 ,是 不 是 可 以 用 得 沙 格 定 
理 啊 ? 在 经 过 儿 给 试验 i r FEUR. 

证 法 1 如 图 1-8. 5 组 A.B.C 和 O,、 


有 


O. 


易 见 .AO 、B0: CO, 是 个 ABC 的 二 条 角 平 分 线 ,所 以 共 点 是 自然 的 . 
Pae PQR 共 线 (了 是 BC 和 0O:( 的 交点 ;Q 是 CA MOO 的 交 


ga 其 实 我 们 学 全 不 必 去 回忆 刚才 的 那个 角 法 因为 它 需 要 太 多 的 经 验 和 技巧 . 


-aP 


我 们 来 回 到 我 们 屠 用 的 思路 ,首先 我 们 要 看 看 要 讨论 问题 主 
要 涉及 的 P.Q.R 什么 性 质 . 事实 上 ,如 果 你 随便 看 
一 下 就 会 发 现 0 .人 RO:O, P,O O Q AHIR. hit 
我 们 自然 会 想 到 要 用 梅 氏 送 定理 ,去 证 明 QR . QP, CQ- 
RO, PO, QO, 
L 这 个 证 明 简直 易 如 反 党 ,简直 不 需要 什么 计算 - 
证 法 2 如 图 1-9. 设 三 个 天 的 半径 分 别 为 wr: sr 
BIL RO, 和 RO: RIEM R 的 平分 线 ,所 以 O,、O; 


同 理 ,0 .OP MO, O, Q 分 别 共 线 . 


为 证 明 P.Q.R SARAR. RENEM: DE £ R 


as upa OR r, QAP_r OQ_n 
BR MMDA S E pOT E B. 


SESI E 


JOR 
HARO, 


例 3 以 人 ABC 的 底 边 BC 为 直径 作 半圆 ,分 别 与 边 AB.AC 交 于 点 D 和 巨 ,分 别 过 
点 D.E fE BC 的 垂 线 , 垂 足 依 次 为 F\G, 线 段 DC 和 EF 交 于 点 M. 求 证 :AM BC. 

证 法 1 如 图 1-10, 记 直线 AM 
有 LBEC= 人 BDC=90" 直线 FME 
AABH 相 截 ,由 梅 温 芳 斯 定理 有 


在 RtADBC 与 RtAEBC 中 应 用 射影 定理 有 
CD: = BC * FC.BE' = BC * BG. 


° 
@ 

-bika CD AD 
NAAABEVAACD. RAEE AE @ 


i 


将 四 代入 国 ,得 


为 DFLBC. 所 以 MH LBC, 
所 以 AML BC. 
证 法 2 作 高 4 用 ,连接 BE.CD. + Z BDC=90°— Z BEC. 


所 以 DPF= BD + sinB= BC 。 cosB * sinB, EG— BC .coxC + sinC, 
-GM_ EG CAB , cosC 
所 以 MD 一 天 5 cosB' 
GM_AB 
MD AD ' 


GM 
MAAG ` MD ` AB 
由 梅 湿 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 H M.A 三 点 共 线 . 

因为 AH LBC JEL AMI BC. 

FRANIA HA E MEIL r O ARE R tš W RE PEIR 6 f FA WE A 0) — p ri F. 

证 法 3 作 高 AH. 连 接 BE.CD, 则 AH, BE,CD 交 于 一 点 , 即 AABC tikt. h 


REMH 


因为 AHNEG, 所 以 各 C 一 6 


AD , BH , GM_AD , BH + AC , BE: CE 


MUAB ` HG ` MD “ AB ` AE + CH BD- CD' 


RH AB © CD=2S;,ae SAC + BE. 
FWAD. BH ,GM_AD, BH .CE 
AB HG MD D HC EA 


由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 AM H 共 线 ,所 以 AM BC 

评注 使 用 梅 温 劳 涯 定 理 和 塞 瓦 定理 证 蜡 本 题 , 还 可 找到 一 些 不 同 的 方法 .但 最 于 
篇 幅 , 不 再 一 一 列举 , 留 给 读 考 去 思考 .相信 读者 还 会 找到 更 好 的 证 法 . 

例 4 如 图 1-11, 点 了 用 分 别 为 锐角 个 ABC 的 内 心 和 重心 ,点 B; .C, 分 别 为 边 AC. 


=E 


AB 的 中 点 .已 知 射线 B, 1 交 边 AB FA B: (B4B) ,射线 CT 
Z AC 的 延长 线 于 点 C, B:C: 与 BC 相交 于 点 K.A. 为 
ABHC 的 外 心 , 试 证 :A、I、A, 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 
ABKB: MACKC: 的 曾 积 相等 . 

分 析 首先 证 A、1、A， 

设 点 口 为 和 ABC 的 外 
BAC. R.Z BHC=180°— 

SBH OC MARA, 

SA, 在 AABC 的 外 接 四 OO 上 、 
AA, 重合 一 AL、A， 


t Z BAC=60°. 
,连接 BO.CO, 则 二 BOC 
AC, 因 此 ,人 BAC=60" 


SAI 


其 次 ,再 证 Sawa, = Same, 2 ZBAC—60% JE (E= ff BRT HA A B.C 分 别 表 未 
INNA. 


EZAB 于 中 ,对 人 ACD ARR 


© 
AC 


注意 到 “CID =AD- AC = C 


— AB(AC— BC) _ xinCCsinB 一 xina) + R , 
2(ACFBCY sinB + sinÀ 


AB» 


EES CR =B ARRP 


c A-B 
bpi "$ -AD AB - pp S T z 


sinB4 sinÁ ` 


AB 
从 而 AB, 


由 Sam = Seine, SS; 一 Se wt 


RA HRMS LBAC= 


tdl 


cosg 


60°. 


证 法 2 如 图 1 11, 设 直线 AI ZRC 于 下 .直线 B.B. 交 CB f) 8 Ft + E. 对 


@ 
令 BC=a, AC=b, AB 
又 BF= 玫 .BE=EF-RF= 生 2 
EF_ ab 
从 而 BE O- OUTO $ 
s RENE Al, FE. BB. 
对 AABF RRR IBE ARMENERE ° FB ` BA 


将 外 式 代入 上 式 .得 生生 BE aA 


IF .BE ae la — AB. ~ B.B = @ 


P 


=1 E0 0S 


AB» AC 
AB, AG 


atb 
+ AC, b 


0°, 


+é be L BAC: 
例 5 如 图 1-12, 人 ABC 的 二 边 BC .CA.AB 所 在 的 直线 


上 的 点 D.E、F 共 线 ,并 且 直 线 AD、BE、CF X: T ZA. LB, 
人 C 平 分 线 的 对 称 直线 AD”、BF” .CF 分 别 与 BC.CA.AB Bf 


在 直线 人 交 于 D'.E’.F', 则 D E ,天 三 点 也 共 线 . Da 
证 明 对 /ABC RRR FED Fi ffi TRER 098 9 35 F 
定 更 ,有 M112 


sing BAD , 
Sing DAC ` sinZ 
由 题 设 知 , ¿CAD 


Z BAD. ZD'AB = ZDAC. ZBCF' 
“BC 一 LEBA. 从 而 有 


sinZDAB 


sing BAD’ s 
sinl D'AC sinZ EBA 


Ah fA ETERRA ERE D'E. 
例 6 设 人 ABC 是 等 边 三 角形 ,P 是 其 内 部 
BP.CP 依次 交 三 边 BC .CA.AB 于 ABC 
B,C, + CA AB: BC + C.A. 
证 明 ”如 图 1-13, 册 余弦 定理 有 
A Bi =A, C +B C -AC ° B.C 
22A,C ° BC -A,C* BC 
SAC BC. mi3 
BJ 有 CI 三 BA C 
由 塞 瓦 定理 得 
AS Das SIE 
A.B B.C EC 
所 以 A.B, * B C, + C.A. 


PVMCO BC- BA-CA CBAB 


| RÈ o 


=AB°* B.C < C, 
=A,B+ BC+ C. 
评注 从 例 6 u m qt 0 T & i. £ R. £ 3 ti 6 RI X 8 X 0 bs g 48 ft JE EETA 
定理 与 要 证 结论 的 联 


在 三 角形 内 作 射线 4L BM CN. i F 
PBA, ZNCA = LBCP. R iE; Al, x 


L..BM.CN 部 到 与 对 边 相 交 . 则 恰好 出 现 塞 瓦 定 pa Ac 

MHAE, HAW AP. BP CP 延长 到 与 对 边 相 交 , 则 得 到 另 一 个 赛 瓦 

定理 的 标准 图 形 . 所 以 此 题 证 明 宜 用 塞 瓦 定理 进行 . LERE 
证 法 1 mA 11i ALN BC = L.. BM D) C, 

入 ,由 正弦 定理 有 


osinZPCB 


ing PBA AN 
sin PCA 


nZPBC'NB ™ BC 


将 上 述 三 式 相 乘 ,再 由 正弦 定理 即 得 


* sing P( 
H < xin Z PBC 


由 塞 瓦 定理 的 赣 定 理 知 AI-.BM CN 三 线 共 点 


证 法 2 如 图 1-15, 记 ALmBC=-L.BMnAC BP 
NAC=E,CPNAB=F. h EKEN 
AF BD , CI © 
FB E, iz 
#AABI. MAACL 中 应 用 正 
BL BL .AL_sinLBAL . 
LC sinB 
sing xinC_DC.aD. 
SnZPAB siw B AD BD ° si 
-pEi D 

同 理 可 证 
CM_AE „sin A o 


sint C" 


BF 
NB FA ` sim A" @ 
将 回 、 回 、 国 连 乘 并 由 个 得 


AE EF. 

Li JA NB BD ` EC ` FA 
由 塞 瓦 定理 的 送 定理 知 AL BM CN 三 线 共 点 . 
评注 从 例 7 证 明 计 冬 可 见 , 在 使 用 塞 瓦 定理 的 志 定 理 证 题 的 过 程 中 ,正弦 定理 起 
希 重 要 的 作用 ,这 不 是 偶然 的 ,因为 二 者 的 结论 和 条 件 都 是 比例 式 导 致 的 攻 然 联系 ,实际 
上 ,在 这 类 证 明 过 程 中 ， 
* 


例 8 如 图 1-16,P 为 AABC 内 任 一 点 ,在 形 内 作 射 线 AL 
BM.CN, 使 得 ZCAL = ZPAB, ZMBC = ZPBA, ZNCA= 
ZBCP. Rik: AL, BM CN 三 线 共 点 . 

证 法 1 ü Al. Z BC F L.BM %@ CA F M.CN Z AB + N, 
Wih ERARA 


sinZ BAL. _ AB + sinZPAC 
AC + sin Z PAB 
BC» sin PBA 
PAAA AS. sin PBC: 
ANAC snZ PCH 
NB sin Z PCA" 
将 上 述 三 式 相 乘 ， 用 正弦 定理 ,有 


BI. , CM , AN sinC PAC , sing PBA , sinZ PCB _ PC , PA , PB 
LC MA ` NB sing PAB’ sinZ PBC ` sinZPCA™ PA PB ` PC 


WEEER BE. MI AL .BM.C 
证 法 2 i@ Al. 32 BC FL.BM ZCA T M.CN ZAB T N f AP % BC T. D 
直线 BP % AC FEHR CP ZAB FF. 


对 所 ABC RA P EW Km. AE PD. CEL 


1. © 


在 人 ABI. MAACL 中 应 用 正弦 定理 ,有 

BL_ BL, Al. _ sinZ BAL 。 xinLC_ _ sing PAC | sinZC 

LC AL LC sinZB ZLAC sinZPAB ` sinZB 
—sinZPAC , sinB , sin ZC __ DC , AD , sia 2 
sinZC ` sinZ PAB 


CM_AE 
月 再 .WA 一 外 


2 DC ,sin ZC 
wZB AD BD sin ZB BD sin ZB 


sin ZC'NB FA 


以 上 三 式 相 乘 ,并 注意 到 中 式 , 有 


BL, CM J AN DC AE BF 
LC MA NB BD EC `F; 
其 点 


由 塞 瓦 定理 的 送 定 理 , 知 AL BM CN 共 点 . 
证 法 3 设 AL 交 BC 于 L,BM 交 AC 于 M,CN 交 AB 于 N. 直 线 AP 交 BC 于 DD， 
直线 BP ZAC TF E. 822 4 有 于 F, 对 人 ABC 及 点 也, 应 用 角 元 形式 的 罕 瓦 定理 ,有 


PAB , sinZ PBC , sinZ PCA _ 
sinZ PAC ` sinZPBA ` sinZ PCB 一 


巾 题 设 人 PAB = ZCAL, Z PBA = ZCBM. Z PCB = ZACN, W # Z BAL = 
LPAC, ZABM= Z PBC, ZBCN= Z PCA. 


-p sin(BAL , sinZCBM , sinZAC 
了 是 而 sinZABM ` sin Z BCN 


sing PAC , sing PBA , sinZ PCB 
sinZPAB ` snZ PBC ` sinZ PCA 


ET PAB 
sin Z PAC ` sing P. 


对 AABC， 应 用 角 元 形式 的 元 定 理 的 送 定 理 , 知 AL .BM、C》 


XE asan 


思考 题 1 如 图 1-17, 在 四 边 形 ABCD H. AABD, ABCD, p 
AABC 的 面积 比 是 3:4:1, 点 M.N 分 别 在 AC .CD 上 ,满足 AM 
一 CN : CD, 并 且 B.M、N 共 线 ,求证 :M 与 N 分 别 是 AC 和 č 


mia? 


点 共 线 , 可 视 BMN 为 人 CDE 的 截 线 , 故 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 


Z.I 


ND BE ` MC |P 


=u es: 
化 简 整理 ,得 ôr 
mE =-= Ch. 
Ë M tj N 分 别 是 AC 和 CD 的 中 点 . 
思考 题 2 如 图 1-18, 在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平 分 LBAD. 在 CD 上 取 一 点 
E.BE 与 AC 相交 于 上 ,延长 DF Z BC 于 G. 求 证 :人 GAC= ZEAC. 
证 明 连 BD 交 AC T. H. ABCD 及 点 下 ,应 用 塞 瓦 定理 ,有 


一 0 


AH Y p ZBAD. marana; 可 得 


过 点 CAB ypas AG 的 延长 线 于 1 
naxi AE 的 延长 线 于 省, 则 


从 而 ,CI 一 CJ. 


X CAB, CUAD, 有 。 ZBAC=180°-- Z DAC= ZACJ. 


思考 题 3 如 网 1 39， ,在 一 个 / 
8.P 为 AABC IB E AP = AC 及 PB=PC 的 一 
点 ,求证 :AP 是 ZA 的 分 线 . 

证 明 用 号 表示 乙 ABC 的 度 是, 令 人 PCB= 
Z PBC=0,ZABP- B—0. Z AC 
n—2(2B- 0 (其 中 注意 AP= AC). ZPAB= ZA— mia 
ZCAP=(x--B—C z—3B) - (z—AB+20) = B —20. 

对 会 ABC 及 点 卫 ,应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 


sin[x 一 2(21 一 0 。 ， xing _ 。sin( 有 一 0) 
sin 


HII 


所 以 sin( B—20) =2sin( B—0) + cos(2B—0) =sin(3B—20) —sinB, 
所 以 sinB 一 sin(3B- 20) —sin( B —20) = 2cos(2B—20) * sinB. 


而 sinB#0, 0} cos2(8-0= 4. 


因 o<B-0<B< (B+) < M 28-0 E (0,27 


' = - = 

所 以 2(B-0= F.N B-0= S. 

从 而 ZCAP 一 x 一 202B 一 0) 一 x 一 4(B 一 9) 一 20 
一 20=2( 村 一 0) 一 2[(B 一 0) 一 站 


=2(B—20 =2 Z PAB. 


了 LA, 即 AP 是 人 A 的 三 等 分 线 . 


ARBA 


1. 如 图 1-20, 在 ABC P.D.E 2H% BC.CA LH A.J BD: DC=m: 1,CE : 
EA=n' 1,AD 与 BE XF F. AABF Wi 8 f E AABC 的 面积 的 多 少 倍 ? 

2. 如 图 1-21.BE 8 AABC 的 中 线 ,G 在 BE k. 8 8⁄4 £ AG.CG # BC.AB + D. 
F.i} D # DN //CG 2 BG 于 N,ADGL 及 人 FGM 为 正三 角形 .求证 ;ALMN 为 正三 角 
形 . 

3. 如 图 1-22, 在 人 ABC F, Z BAC=90`.G 为 AB 上 给 定 的 一 点 (G TR A Ñ AB 的 
中 点 ). 设 口 为 直线 GC 上 与 CG 都 不 相同 的 任意 一 点 ,并 且 直线 AD、BC 交 于 巨 ,直线 
BD.AC 交 于 下 ,直线 EF.AB 2 + H. ki 8 t & H 5 D 在 直线 CG 上 的 位 置 无 关 . 


M 1-20 图 1-21 图 1-22 图 1-23 


4. 如 图 1-23, 在 人 ABC 内 取 一 点 M, 使 得 LMBA=30", ZMAB=10°. t ZACB= 
80°.AC= BC, R ZAMC. 


5. 如 图 1-24* 在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平分 人 BAD, 在 CD LR- ñ E, BE 


P 


ZGAC= ZEAC. 
# 3 AB,BC,CD,DA FA E.F.G.H. R 


6. 如 图 1-25, 四 边 形 ABCD # 
证 :HE,DB,GF 三 线 共 
7. 如 图 1-26, 设 M 为 人 ABC ñ £ — & .AM.BM.CM 分 别 交 BC.CA.AB 于 D.E、 


MD ME, MF 
下 求证 :ABD+BE+CF 


M 1-24 网 1-25 M 1-26 图 1-27 

8. 如 图 1-27, 在 人 ABC F, ZBAC=40". ZABC=60",D 和 下 分 别 是 AC HAB 上 
的 点 ,使 得 CCBD 一 40", 人 BCE 一 70",F K AR BD 和 CE 的 交点 , EH: AA AF 和 直线 
BC £t. 

9. O 3 AABC ft PE k t A ,AO.BO.CO 分 别 交 边 BC.CA.AB FA D.E.Fs 
作 EG/AD//FH. ñ GH HEER BC 上 , 则 EH 与 FG 的 交点 书 在 直线 AD k. 

10. h 8 1-28, 5 iË # ABCD RF N.i AB 和 DC 6 É X N 
ZFA Pih AD 和 BC 8 8 £ ñ. t + & Q.AC 和 BD 交 于 点 尺 ,过 
Q#WmW kun. APA EFM P.F.R.E 四 点 共 线 . 


P o 


图 1-28 


第 2 讲 平面 几何 中 三 个 相互 等 价 的 定理 


de 知识 点 金 


托 勒 密 定理 ” 圆 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 乘积 之 和 等 于 两 对 角 线 的 乘积 . 
证 明 如 图 1-29. 四 边 形 ABCD 内 接 于 @O, 在 BD 上 取 一 点 
P. Z PAB= ZCAD.WAABPOAACD, F 


AS T EN AETA 
iC ep?AB + CD=AC + BP. 


又 ABCwA4PD, 则 有 BC 

上 述 两 乘积 式 相 加 ,得 

AB CD—BC + AD=AC(BP í PD) =AC + BD. 0 

评注 此 定理 有 多 种 证 法 ,全 AE// BD 交加 O + E, $ M 1-29 
EB、ED, 则 知 BDAE } % # Ñ. R| £ EB = AD, ED = AB, ZABD= Z BDE = 0, E 
ZEBC+ ZEDC— 180,4 ZBAC=¢,AC 5 BD RFG, R] 


AD=AC + PD. 


LAC + BD * sin AGD 


Sw = C+ BD sin(9+y) 


1 


C+ BD + sinZ EDC. 


Sos =S, Sawn = TEB + BC + sinZEBC-- 1 ED + DC + sinZEDC 


— (EB + BC+ ED + DO) sinZEDC 


AD + BC+AB DC) * sinZ EDC. 


= Smn ,从 而 有 AB* DC+BC* AD=AC + BD. 
EAER) 如果 A 是 加 上 任意 一 点 ,AB、AC.、AD ERW ERN ERA. 


AC sinZ BAD— AB + snZCAD+AD + sinZ CAB. © 


or 


事实 上 ,由 外 式 应 用 正弦 定理 将 BD.DC.BC 换 掉 即 得 人 @ 式 . 

推论 2( 四 角 定 理 ) ”四边形 ABCD KiE FOO, M sin ADC + sin ZBAD = 
sinZ ABD » sin/ BDC+sinZ ADB + sing DBC. @ 

事实 上 ,由 全 式 应 用 正弦 定理 将 六 条 线段 都 换 掉 即 得 回 式 . 

直线 上 的 托 勤 密 定理 # ABCD 为 一 直线 上 依次 排列 的 
*AD=AC: BD. 

四 边 形 中 的 托 勒 密 定理 üt ABCD 为 任意 上 是 四 边 形 , 则 AB ` CD+ BC * AD>AC 
* BD, í B (2 í A.B.C.D 四 点 共 国 时 取 等 号. 

证 明 如 图 1-30, 取 点 己 使 BAE= CAD, ZABE = 4 


AD_AC „AC_CD 
AB'HAB BE 


M AB + CD+ BC 


LACD.MAABEVAACD. Bt 


AB + CD=AC. 

XLDAE=ZCAB. ME AADEVAACB. IKT 

AD + BC=AC: ED. © m 1-30 

由 他 式 与 @@ 式 ,注意 到 BE+ED 宇 BD, 有 

AB + CD+ BC + AD= AC + (BE+ED)>AC. BD. 

其 中 等 号 当 且 仅 当 E 在 BD F.J ZABD= ZACD 时 成 立 . 此 时 A.B.C.D 四 点 共 
圆 . 由 此 , 即 有 

托 勒 密 定理 的 逆 定 理 ”在 凸 四 边 形 ABCD 中 , 若 AB * CD+ BC + AD=AC + BD. 
则 4A.B,C,.D 四 点 共 困 . 

西 姆 松 定理 ”过 三 角形 外 接 几 上 异 于 二 角形 顶点 的 任意 -点 作 三 边 的 重 线 , 则 三 垂 
足 点 共 线 (此 线 常 称 为 西 姆 松 线 ). 

证 明 如 图 1-31, 设 己 为 AAABC 的 外 接 贺 上 任 


ZPCB= ZPCL. 
又 P.M.C 履 四 点 共 园 , 有 一 PML= Z PCL. 
W ZPMN= ZPML,B L.N 
Ë 此 定理 有 许多 证 法 ,例如 下 
如 图 所 示 , 连 PB, 令 人 PBC 
LPAM=a, LZPAN=B.LPB 
* cosp, CM= PC » cosy. A PA cosp, NB= PB cosy. 对 AABC. 


BL | CM .AN_ PB» cose . PC * cosy . PA ° cos 
有 LC MA NB — PC + cos ` PA = cosa ` PB ç cosy O f t 8 # # W£ + 38 + ER 


Fe 


西 姆 松 定理 的 逆 定 理 。 若 一 点 在 三 角形 三 边 所 在 直线 上 的 射影 共 线 . 则 该 点 在 此 三 
角形 的 外 接 贺 上 . 

证 明 如 图 1-31, 设 点 己 在 AABC 的 三 边 BC、CA、AB 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 
上 .MN, 目 此 三 点 共 线 . 由 PNLAB TN,PM1AC+M,.PL | BCT L.M P.B.L.N 


R P.N.A.M 分 别 四 点 共 较 ,而 AB 与 LM 相交 于 N, 则 二 PBC= ZPBL= ZPNM= 
ZPAM MAT PBCA 四 点 共 国 , 即 点 己 在 AAABC HIMEN E. 
斯 特 瓦尔 特定 理 设 尸 为 AABC 的 BC j L fE —(P Z B.P=>C).8l4í 
AB: » PC+AC: » BP=AP: + BC+ BP » PC + BC 
或 AP:=AB' + Pae+ac ` Pe Bc: 
证 明 如 图 1-32. ARR AHE. hik APCS", Wii RIE A 
定理 ,有 
AC:=AP: + PC: —2AP + PC ° cosZAPC, 
AB: =AP: + PB: —2AP +< BP + cos(180"— ZAPC) 
= AP: + BP: +2AP + BP * cosZAPC. Ñ 
对 上 述 两 式 分 别 乘 以 BP.PC 后 相 加 整理 ,得 四 式 或 @ 式 . ii 
斯 特 瓦尔 特定 理 的 逆 定理 i B.P.C 依次 分 别 为 从 A 点 引出 
的 三 条 射线 AB、AP、AC 上 的 点 , 若 
AB: + PC+AC + BP=AP: + BC+ BP + PC HC, 
或 AP'=AB' pE 
W B.P.C EARR. 
证 明 令 CBPA=0 , ZAPC=8; ,对 人 4ABP MAAPC 分 别 应 用 余弦 定理 ,有 
AB: =AP' + PB' —2AP * PB + cos. AC =AP: + PC —2AP + PC + cosh. 
HEMRA WR PC. BP 后 相 加 ,再 与 已 知 条 件 式 相 比 较 得 
一 24P。BP，PC ° (cos0, 十 cos0:) 一 0, 由 此 推出 8, =180°—0; EPE. 
斯 特 瓦尔 特定 理 的 推广 (Dit P 为 人 ABC 的 BC 边 延长 线 上 任 一 点 , 则 
AP =—AB' + BCHAC + BR+BC + DC. BB, @ 
(Mi P 33. AABC 的 BC 边 反 癌 延 长线 上 任 一 点 , 则 


"= AB: . PC ac . BP _ pe: , PC . BP 
AP'=AB' - pG -AC * gE —BC' * BE BC 


e 


e 


s. BP _ pe. BP , PC 
TA > pemaes "BE" 


ENARRARE MO DRAH 
推论 1 tP AFEAABC 的 底 边 BC 上任 一 点 , 则 AP*: 一 AB? 一 BP -+ PC. 
推论 2 设 AP 为 人 ABC 的 BC HERPEN AP =y 
推论 3 设 AP 为 人 ABC 的 人 A 的 内 角 平分 线 , 则 AP' 一 AB， AC— BP ° PC. 
推论 4 设 4P 为 人 ABC 的 ZA 的 外 角 平 分 线 , 则 AP*= --AB + AC+BP + PC. 
推论 5 在 AABC 中 , 若 P 分 线段 BC AREE 
AP! =a DBC + -AVAB HA + AC 
# 若 BR-4, 则 AP 一 
Ë 若 pG 一 h' 则 AP* 一 J 
西 媒 松 定理 和 托 勒 密 定理 ,在 一 般 人 看 来 是 两 个 独立 的 定理 ,实则 两 个 定理 是 等 价 

的 ,下 面 将 证 明 这 两 个 定理 的 等 价 性 . 

西 姆 松 定理 : 二 角形 外 接 加 上 任 


lac- 
AB'+5AC T BC, 


-AB 


点 在 三 边 所 在 直线 上 的 射影 
共 线 ， 
托 勒 密 定理 : 若 四 边 形 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 则 ARB CD— 
AD + BC= AC * BD. 

WERA COSAP y has Wikita w E W. 

ABCD 是 任 一 圆 内 接 由 边 形 , 连接 / 
AABC 各 边 作 重 线 , 乖 足 分 别 为 C 
姆 松 定理 得 

C.B + B A, =: 

th BD 四 点 共 圆 . 且 AD EKAN ARR EREE A 

C,B,=AD * sin/C, DB, = AD * sinZC;AB, 


sin BAC = ËC (R SN O ME 


如 图 1-33, 过 D É 
AiB: Ei C.B. BA ,由 西 


i ADEE 
所 以 GB =N 


B cA, =å 


同 理 BA ZR 


HAESRRAEMORY 

AD + BC+AB + CD=AC + BD 

《2) 用 托 勒 密 定理 证 明 西 姆 松 定理 . 

由 四 边 形 ABCD ERO 的 内 接 四 边 形 . 根 山 托 勒 密 定理 可 得 
AD: BC+AB. CD=BD + AC 


go 


因为 DC L AB.DB. LAC 

所 以 A.C、Bi.D 四 点 共 圆 , 且 AD RRAN e H ERER 
c, È 

ZC DB, sinZC, AB, 

FLC B =AD + sing GAB, 

ER HRO 的 半径 } 

ML AD» BC—2R + CB 

同 理 AB. CD=2R* A,B AC + BD—2R + A,C, 

把 以 上 三 式 代入 回 得 

2R + CB +2R + A, B, =2R + A,C, 

M CB, +A BAC, 


=AD 


而 singCAB = 


B.C, ERARE. 
斯 特 瓦尔 特定 理 可 推导 出 托 勒 密 定理 . 
证 明 如 图 1-34. 在 人 ABC 中 ,点 尸 在 BC 上 ,出 斯 特 瓦尔 特定 


AP: » BC— AB? + PC + AC + BP —BP * PC + BC. j 

HEK AP ABC W FE BL P E.E Bi IH AABP `, 
ACEP MAACPAABEP, fi AB + CP=CE + APAC + BP=AP 
` BE. 

又 由 相交 弦 定理 ,有 BP + PCAP + PE 

于 是 ,得 AP: + BC=AB + CE AP+AC。AP。BE 一 AP 
PE» BC, 

MD BC(AP 4 PE)= AB + CE+AC + BE. 

亦 即 AB. CE— AC BE— BC * AE. MHH DEER. 

由 托 惑 密 定理 也 可 推导 斯 特 瓦 尔 特定 理 . 

证 明 如 图 1 四 内 接 由 边 形 ABEC 的 对 角 线 AE .BC 交 2 
T P. Ht U 8E FE. H 

AB EC+AC + BE= BC 

即 AB» ECAC» BE. 


E. 
(BP+ PO) » AE. a š 


IHAABPVACEP MAACPOABEP, fi EC= 


sAC PE mama PE 


这 些 式 于 代入 前 述 De 


式 子 即 得 斯 特 瓦尔 特定 理 . 
因此 ,在 应 用 中 .两 个 定理 的 应 用 范围 相同 ,所 县 示 的 功能 也 一 样 , 即 凡 能 用 托 勒 密 
定理 处 理 的 问题 也 能 用 斯 特 瓦 尔 特定 理 处 理 . 反之 亦 然 . 


例 1 如 图 1-36. 在 人 ABC h. Z 


一 60,AB>AC, 点 O 是 外 心 , 两 条 高 BE .CF Z 


FHRA M.N 分 别 在 线段 BH HF kR BM=CN. MH TNH p, 


9H 
解法 1 连 OB.OC, h = fi E h R $ C ft R. 8 BOC = 
2 ZA= 120°. Z BHC = 180 — Z HBC — Z HCB = 180° ~ (90° 
ZC (90° ~ ZB)=180°— ZA =120°, B B.C. H,O WAJ. 在 
用 托 勒 密 定理 ,有 


此 圆 中 对 四 边 形 BCHO 

BO * CH+OH + BC= BH + OC. 

设 AABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 则 BO— OC= R, A h ZA =60°, 
知 BC=Y3R. 即 有 RCH+OH + /3R= BH + R. BIL CH= 
OH. 

ffi MH+ NH (BH— BM) + (CN—CH)= BH—CH, 

MMHENH aym. 


解法 2 同 解法 1, 知 B.C. 有 .O 四 点 共 国有 2OB 有 = LOCH. fi BO=OC.BM= 
CN, 则 AOBMSAOCN, 从 而 OM=ON. ZBMO= ZCNO. 由 此 知 O.M.H.N 四 点 共 


M.R SIWAOMN 的 顶 角 人 MON= NHE=120", 即 知 MY m snl20- L yg, 


OM  sin3 
对 四 边 形 OMHN .应 用 托 勒 密 定 理 , 有 MH - ON + NH + OM = OH + MN, ik 
MHŁNH_ MN yga 
一 O77 一 一 OM OAIR. 


解法 3 延长 BE GO 于 上 ,由 三 角形 重心 性 质 ,知人 32 H KF AC 的 对 称 点 . 则 
.C= CH. 

没 名 0 00348 9 R.Oll=4.CH= r,BH= y.h ZCLB= ZA= 60, L. 
CH=.. ÉK OH 两 端 交加 O 于 工 .S, 如 图 1-37, 由 相交 弦 定 理 有 TH。 HS= BH + 
HLEKR HDR- d) =r + yB R — d° + 


在 全 BCL Rih BL LAS 旺 . 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 ,并 注意 到 BC=2R - sing A= 


R e 


V3R, 可 得 
BC + LH+LC + BH=LH » BH + BL+CH: » BL, 
B) BRY ertr 


tye Crt)tr ee arty), 


亦 即 Reio Lrt), 


FEA TO Hryty =d try. 
mis 
亦 即 ay 


3, 即 


而 当 AB>AC 时 ,MH+NH=BH—BM+CN—CH=BH-CH 
MH+NH F 
k Er VIHER. 


#2 6 -点 入, 任 作 一 直线 与 OX 及 OY 分 别 相交 于 已、 
Q.RiE Op pq RR. 

证 明 imi 1-38. 过 O, P,Q SAIMI. ZHR OA 于 B. 设 
ZPOA= ZQ0OA =a. HN E OPBQ th hY = #% OP .OB.OQ 应 
用 托 勒 密 定 理 的 推论 1, 有 

BO ° sin2a= OP * sina + OQ * sina. 


m OP+0Q= 380in2e 90 ine “com 2BO + cosa. 

0 
连 BQ. MARA x: OP + OQ= A » OB. M 1-38 
Ist E tp dpto EED. 


+o OA 

评注 RO 定理 的 推论 1, 也 可 求解 如 下 问题 :过 平行 四 边 形 
ABCD 的 项 点 A 作 一 图 分 别 与 AB ACAD 相交 于 已 .F.G, 则 有 AE。AB+AG。 AD= 
AF + AC. 

事实 上 .着 设 人 BAC=a.LCAD= ye * AE * sinB+ AG * sina = AF * sin(a +8). 
ARAA B| £ AB - Al KH AE + AB: Saue HAG + AD 
* Sw =AF * AC + Siwo. 

WALIABCD 中 ,有 Saan = Saa aoet m z. 

例 3 #A m 4 B 535 h BN 9.3 — B 4 B0959F2 UK H L 
示 , 其 他 前 四 个 贺 两 两 的 外 公 切 线 也 用 同样 的 方法 来 标记 , 且 前 四 个 圆 以 顺 时 针 的 烦 序 
排列 , 试 证 明 依次 以 4 sles ss sla HAK -LA 4s、 为 对 角 线 所 构成 的 凸 四 边 形 的 四 个 顶 


aP 


SRN. 
证 明 mA L-3 ANNAA O00: 00.00 Pi 
ENAHCOMWAASOOPMADFA .B.C.D. 则 易 知 4O、 AG) Na 
共 线 . 类 似 地 ,有 6.0..0.C.0..O,D.OL R of © 
设 五 个 辐 的 半径 分 别 为 rr.r ri R AOB 
rA 
miss 


ZCOD=y.ZDOA=3.0O, =a „00; =b ,00, ~€ 00, 


—2abcosa— (a —b)° 


Edah» sin’ G- R la 


同 理 ,可 求 得 / 
要 证 明 以 4 


DI, RHEW by + la Hs l = 


s sbu hi 为 边 长 ,以 4 slar y AF A ER F HR A S QD 6 AY PA 4 T 8 Ae 


，. 化 简 后 只 要 证 明 sin $ + sin tsin 县 sin È 


上 + B+ 
muin EA. sin BEZ 


` sin < BAD. 这 由 托 勒 密 定理 的 推论 2 即 证 . 
评注 对 于 们 也 可 由 正 政 定理 AB 一 2Rvin $ f B & AB + CD BC + DA=AC + 


BD 部 证 ,此 例 是 一 个 富有 应 用 价值 的 问题 . 托 勒 密 定理 是 
《过 该 点 线 成 了 "点 园 " 的 切线 ) 的 情形 。 
例 4 如 图 1.40, 自 名 O 外 一 点 引 贺 的 两 条 切线 PE .PF 
引 轩 的 制 线 交 加 0 T A.B. E 
证 明 (4022363, EC * CF= AC ° CB. L 
由 于 PE PF, 对 等 采信 PEF 及 底 边 EF LBA C. 
瓦尔 特定 理 的 推论 1. 有 PC = PE EC. CFH p 
PE = PC TEC + CF=PC+AC + CB 
+ CPC PA) + (PB— PC) 
PC—PA. PB+PC * PB< PC。PA M 1-40 
+ PC 1 PB * PC—PA ° PB. 


BI sinZ ADB + sin Z DBC + sinZ BDC ° sinZABD= sing ADC 


个 问题 中 四 个 国 均 受 为 点 


下 为 切 点 ,过 


fj PF 


PA。PB. 从 而 2PA。PB=PA. PCH PR + PC. 
2 1 1 
Ë pe PATPB 


例 5 PE MAAHC HIRA 的 圆心 为 (0). 半 径 为 及 ,内 切 加 的 圆心 为 了 .半径 为 


AA £, 与 边 CA .CBE AADF ADE ASN k AH REAG I RRR DE 的 中 


点 . 


AA 延长 线 交 园 C: FBGA 
延长 线 交 贺 C, 于 B.. 试 


H. 


到 极为 有 半 的 结论 . 但 是 真正 的 感觉 还 雪 要 各 位 细 绍 去 寻找 - 


证 明 ”如 图 1-41, 设 加 HACH O FEX p i 
于 是 C= CO; = —£: ,10,= 25E, \ 
sin sng sin§ ARZA 
IO, _ e=" r DA È 
nma aTi pa 


对 于 ACOO 和 塞 瓦 线 Of ,应 用 斯 德 瓦特 定理 ,有 
OO! + CI+OC IO-OF CO+C * CO, IO mia 
将 O01 一 R 一 p.0F —R(R—2r).OC—R (t A Est. (89 

È 


DE RP 4t DE iR DE 中 点 为 1. 册 射影 定理 有 

T'O, + CO 70E € 
Ht Cl I i P R Gr. 

É) 了 为 DEF 中 点 . 

例 6 C.C 是 同心 国 ,(> 


MEI C, 的 2 售 . 四边 形 AAAA B k FM C. 
: 延长 丝 交加 C. 于 B, A: A, 延长 线 交 园 C; 于 BiAA 
边 形 B, B: B, B, 的 周 NAE AAAA 的 周 长 ， 
证 明 对 O.4A,.B, B, 用 托 勒 密 不 等 式 得 
B.B. + OA, + A,B, + OB, >A, B, + OB, 
B, B, +2A, B, 22A, B, GX Ë HJ 30 C: k1 C 的 2 倍 ) 
TRE BBR, +24, B, >XA A +A, B). 
同 理 BB, +24, B 2A A.A: B). 

B.B; +2A:B:->2(A,A; +A;B;), 

B.B. +2A,B.>X A,A, +A, B). 
将 以 上 四 式 相 加 , 即 得 四 边 形 B.B.B.B. 09 N K 22 四 边 形 AAAA 的 周 长 , 证 


评注 花 勒 密 定理 总 是 给 人 一 种 团 灵 的 感觉 , 几 


“过 


AS 


BC_ DE 


BIT i ABCDEF ÈAAHE. A AB=BC.CD=DE.EF=FA. iE: pp — Da + 
FOSS HRL FSRIRH. 

证 明 如 图 1 42 R, iE AC a, CE=b, AE =c. 对 四 边 形 š 
ACEF 运用 托 勒 密 不 等 式 ,得 — e 


AC+ EF+CE + AFZAE + CF. Z 


DE b BC a 


atb”? 
$ 须 四 是 一 个 等 式 , 即 每 次 应 用 托 勒 密 不 等 式 时 也 要 等 式 成 立 . 从 而 
“ABCE、ACDE 都 是 国内 接 四 边 形 ,所 以 ABCDEF JBE XE. H a= b= 
时 .中式 是 等 式 . 

因此 , 当 且 仅 当 六 边 形 是 正六 边 形 时 .等 式 成 立 . 

评注 不 特 式 四 是 部 知 的 ,如 果 不 知 洲 . 也 没有 
vz 二 b+c 后 不 等 式 具有 形 


:例如 :在 代入 了 =a 十 by=e 十 


叉 由 已 知 PP' L BC. PD 二 DP. 连 PH'. 则 知 PH' 与 P'H X: 
T BC 对 称 ,从 而 人 PH'H= ZP'HH'. 

由 于 从 PP 点 已 向 人 ABC 的 两 边 所 在 直线 AB、BC 引 了 重 线 PF. 
PD. Pil s£ P hih AC 所 在 直线 作 季 线 PE. # E 3: E. WJ i P 89 t 
设 西 姆 松 线 EF 与 HA T M. 此 时 .又 M 1-43 
加 .有 人 CPE= 人 CDE. 

在 RtAPCE 中 ,LCPE 5 ZPCE 互 余 ;在 RtAMDA” h, ZA'DM — ZCDE 与 
LDMA R. & ZDMA'— ZPCE= LPCA ZPH'H 一 PHH'. 由 此 即 知 HP' / 


ge 


EZ 


EJAS 


EF. 故 HP’ // DF. 

例 9 如 图 1-44.P 为 人 ABC 外 接 圆 上 的 过 点 中 分 别 作 PL LBC 于 L. 作 PN 
十 直线 AB T N. BR L.N 交 BC 边 上 的 高 线 于 天 , 设 H 3 AABC 的 垂 心 .求证 :PK 
LH. 

证 明 IH P &3|T AABC 的 边 BC .BA B£ ñ t tst . 
再 过 中 点 作 PM L AC 于 MM, 则 由 西 姆 松 定理 , 知 L、M、N 三 点 共 直 
RL MNK 四 点 共 线 . 

设 BC 边 上 的 高 线 为 AD ,延长 AD ZAT Fit PF 交 BC + 
G ZNW NL 于 Q, 连 PH Z WB et NI. F S. 

由 P.C.L.M 四 点 共 贺 及 人 .F.C.P 3AE PC, 则 人 MLP= 
LMCP= ZAFP= LLPF. 从 而 QP = QI., QH Rr A PLG ti 
边 PG 的 中 点 . 连 HG, ñ ZDFC= ZABC= LDHC, 知 HD= DF. 
有 LHGD= DCF= ZLGP = AQLG, 从 而 HG / ML. B) SQ 是 maa 
A PHG 的 中 位 线 , 亦 即 HS—SP. 

X PL KHA Z LPS= ZKHS 及 LPSL~ 人 HSK, 于 是 APSI. 
PLLKH, 亦 即 四 边 形 PK HL 为 平行 四 边 形 , 故 PK / L.H. 

评注 由 此 例 可 得 ,三 角形 外 接 园 周 上 一 点 已 与 重心 H tA R PH.WXTPA 
的 西 姆 松 线 所 平分 。 

例 10 如 图 1-45 所 示 , 一 条 直线 /与 9O 不 相交 ,EE 是 :上 -点 ,OFL1,M 是 上任 
意 异 于 巨 的 点 ,从 M 作 贺 的 两 条 切线 分 别 切 贺 于 A MB. CEMA 上 的 点 ,使 得 EC 
MAD jè MB 上 的 点 ,使 得 ED | MB. ER CD ZOE 于 FF. 求 证 :F 的 位 置 不 依赖 于 M 
的 位 置 . 

证 明 i EM- r, OE =a. MEH R. R OM. it OM ZAB , 
T.J.OE ŽAB T. H.W B 3 OJ L AB.B ñi 8 ZAJM— ZOEM=— 
90%,J .M.E.H 四 点 共 加 

所 以 OH * OE=0J + OM=0OA: , 


AHSK MA 


m OH-K ,EH-0E-0H 


a a 
设 正在 AB 上 的 射影 为 G, 由 二 EE、A、B 都 在 以 OM 为 直径 的 贺 
上 ,对 这 个 圆 的 内 接 三 角形 MAB, 点 E BERR CD 通过 点 G. 
连 EB, 由 E.G、B.D #0. Z EGD= Z EBD: i E.B.O.M 共 国 , 人 EBD= 人 EOM 
=90' 一 ZGHE, 得 人 FGH 一 ZEGD= LGHE. 从 而 F 是 直角 JÉ EGH 斜 边 的 


= 为 定 值 . 故 下 为 定点 , 它 的 位 置 与 点 M 的 位 置 无 关 . 


PA. EF=+EH 


XE BARB 


思考 题 1 MY l-46, KANE ABCD Hih AB,DC 交 于 已 ,延长 4D ,BC 交 于 


F. WiE:ABCE,ACDF,AADE,AABF 的 四 个 外 接 圆 共 点 . 

证 明 RABCE 与 ACDF 的 两 个 外 接 贺 除 交 于 点 C 外, 另 一 
交点 为 M. 设 点 M 在 直线 BE .EC .BC 上 的 射影 分 别 为 P.Q、R, 则 
由 西 姆 松 定理 , 知 P.Q.R 共 线 . 

同样 ,M 点 在 直线 DC .CF、DF 上 的 射影 Q、R.S 也 三 点 共 线 ，E 
故 PQ.R.S 四 点 共 线 . 


在 人 ADE 中 ,P 在 AE 上 ,Q 在 DE 上 ,S 在 边 AD 所 在 直线 i 
上 . 且 P.Q、S 三 点 共 线 , 则 由 西 姆 松 定理 的 逆 定 理 , 知 M 点 在 
AADE 的 外 接 圆 上 ， 


在 AABF P,P THR AB 上 ,R 在 BF 上 ,S 在 AF E.B PRS 
松 害 理 的 逆 定 理 , 知 M 点 在 人 ABF 的 外 接 贺 上. 


WA BC ta. 
思考 题 2 Z AARC 的 三 边 为 连续 整数 , 且 最 大 角 B Rü f ZARI 
角形 的 三 边 长 


解法 1 ABC 的 平分 线 BD( 图 略 ), 则 BD~AD, 令 AD— y.AB= r. NJ 
AC= rt1,BC=z—1,CD=r+1—y,. 


由 斯 特 瓦 尔 特定 理 的 推论 3, 有 y Sra Dyuti y y= 


-a+ 
2 


解法 2 作 人 和 ABC 的 外 接 园 O. 取 AC 的 中 点 DD, 连 AD、BD.CD, 则 ABCD 为 梯形 ， 
其 中 CDNBA. 今 AB=x. 则 AC=z+1,BC-z 一 1. 且 CD=BC=7--1,BD=AC=x 二 
1. 对 四 边 形 ABCD 应 用 托 勒 密 定理 ,有 (7 十 :二 x(x 一 1) 寺 (x 一 1)7, 求 得 二 5, (下 略 》 

思考 题 3 如 图 1-47,r,y\= 为 AABC 的 外 心 0 到 三 边 的 距离 .Rr 分 别 为 ABC 
的 外 接 加 和 内 切 圆 半径 ,求证 :r 二 ?十 = 一 R 十 广 


证 明 连结 0B,DF. 设 和 ABC ZHK AB=c.BC=a,CA=b.WJ DF 一 了 0OB- 尼 


pE 


OF.B,.D 四 点 共 圆 ,由 托 勒 密 定理 ,得 
BD + OF+ BF + OD= BO - DF. 


Bas ea=R + bas er =R. 


同 理 ay 十 bz 一 Revps 


cy=Ra. 


sl F I 
X Ssaem(eztarthby)=+(a+bio). 


即 cz 十 az 十 by 一 r(a 十 6 十 c). 
上 述 四 式 相 加 , 即 得 结论 十 y 十 < 一 R 十 r. 


ihe 


1. 如 图 1-48, 在 人 ABC 中 , 角 A、B.C 的 对 这 分 别 为 a.b.c. 车 角 A.B.C 的 大 小 成 
等 比 数 列 , 且 她 一 嫩 一 ae, 则 角 忆 的 强度 数 等 于 多 少 ? 

2. 如 图 1-49, £ s Jb # ABCD P. ZABC=60', 人 BAD= ZBCD=90,AB= 2, 
CD=1.3l M AC.BD XF ñ O. R sing AOB. 

3. 如 图 1-50, 在 锐角 AAABC 的 BC H EAMA E.F AR ZBAE= CAF. fk FM 
LAB + M.FN LAC FN, ë K AE # AABC #1 # # BFA D. i£ 9 , 4# AMDN 
SAABC 的 面积 相等 。 


LERT 图 1-49 M 1-50 W 1-51 

A. wM 1-51.AD.BE.CF 为 AABC ñ Z £ 68. B D At DP LAB + P, DQ L 
BE + Q.DR LCF + R,DS LAC + S, PS. 2 i£ .Q.R £ 8 8 PS k. 

5. 如 图 1-52, 忆 为 人 ABC 外 接 园 上 一 点 , 作 PA | BC 交 图 周 于 A', 作 PB' 上 直线 
AC 2 WE + B'E PC' LAB ZAAT C”. REAA /BB /CC'. 

6. wH 1-53, £ AABC F, BC, F 是 AB 的 中 点 .过 下 作 它 的 外 接 辐 的 直径 
DE, CRE% AB 的 同一 便 .又 过 C 作 有 AB 的 平行 线 交 DE + L. R, (AC+BC): = 


FEL 


1DL » EF. 
如 图 1-54,& AABC P.AB>AC.AE $ p ZA, ÉE £ BC + E, £ BC 上 有 一 
EC. R EAS AE =(AB—ACY. 


kv 
£ q 
or 
性 一 8 
nD t c aa a 


Ni ms Ç < Wasa M 1-55 
8. 如 图 1 55, 在 西西 边 形 ABCD #. ZABC=60°, ZBAD= BCD 一 90".AB 一 2， 
CD=1, 对 角 线 ACBD ZFA O. R sinZ AOB, 
9. 如 图 1-56, 已 知 点 中 是 人 ABC 形 内 一 点 ,满足 DA* DB + AB+ DB * DC + BC+ 
DC DA * CA=AB + BC * CA. AADC 8 CB 方向 平稳 至 人 A1DiB, 求 证 ,A.D、B、 


DA 五 点 共 国 . 
4 
4 a 
B) š 
p! 
N d Bi D, G 


M 1-56 W 1-57 
10. wH 1-57.& AABC F.B .CI 分 别 是 AB、AC 延长 线 上 的 点 ,Di 为 BC 的 中 
点 , 连 AD, 交 八 ABC 外 接 国 于 DD. 求 证 :AB -+ AB, +AC + AC, =2AD + AD.. 


S. B: 


第 3 讲 ”平面 几何 中 几 个 易 被 忽视 的 定理 


= ee TRAA 


iN JL f rl d ff F £ AE $ E % 09 ;E PE + fi 06 n[ fH fi B 69 +E PE ñr tË üE (ts o +í # s PB W| 
易 被 忽视 ,但 它 位 的 作用 却 较 大 ,本 讲 介 绍 其 中 的 一 些 定理 . 限于 箱 幅 ,有 些 定理 只 介绍 ， 
不 再 给 出 证 明 及 应 用 . 由 于 张 角 定理 的 应 用 较 多 ,本 讲 主要 介绍 张 角 定理 的 应 用 . 
张 角 定理 i BB 虞 次 分 别 是 半 面 内 一 所 引 三 条 射线 PA .PC.PB 上 的 
线段 AC.CB 对 于 点 的 张 角 分 别 为 a .8. 且 a 80%, 则 A.C.B 三 点 共 线 的 充 要 


sinat p) _ sina , sing 
Aha YU PP t pa. 


证 明 如 图 1-58.A.C.B 三 点 其 线 
SS w= S. wr HS 


SPA» PB * sinta +A) = PA * PC ° sina + tec. PB» 


sing 


asinta :一 _ sina | sing 
PC Ph PA 


推论 作 定 理 的 条 件 下 , 且 s 一 6. 即 PC 平分 ZAPB 时 , 则 A、 
CB = 点 共 线 的 充 要 条 件 是 : 25 


上 述 定理 把 平面 几何 和 三 角 函 数 紧 密 相 联 , 它 给 出 了 用 三 角 法 处 理 平面 几何 问题 的 
个 申 为 有 用 的 公式 . 用 它 去 解 几何 题 ,适当 地 配合 三 角形 面积 公式 、 正 弦 定 理 ,二 角 公 
起 , 儿 何 知识 ,可 以 天 大 简化 解 题 步 弛 ,众多 的 几何 问题 可 以 得 到 简捷 地 统一 解决 . 
蝴蝶 定理 Cn M 8 (DO 038 AD 的 中 点 .过 MM 任 作 丙 弦 CD、EF, 连 CF.DE ral 
AB +G.H.W MH=MG. 
证 明 如 图 1-59. 令 AMF= 人 BME=a, 人 BMD= 
AMDE 和 全 MCF 分 别 应 有 张 角 定理 .有 


MC=B. 以 M 为 视点 ,对 


P 


sinta 十 四 _ sing | sina 
MH “ME MD’ 
SPG sing sina 


MF ' M( 
“Iwaq Ñ 


p. = = 
ME MF MF ME) B 1-59 


NE: 
sin (a + 0) [MH MG 


MP 一 2OM + cos(90°— A) —2OM + sinB, 


MQ=20M 。 cos(90"—a) —2OM * sina. 


于 是 sin(a ta (HH Me)” 0. T a +8Z 180". 9 sin(a +8) #0. kt MH = MG. 


评注 类 似 地 应 用 张 角 定理 ,可 证 明 如 图 1-60 中 的 AC = BH'. 
斯 坦 纳 - 莱 默 斯 (Steiner-Lehmus) 定 理 

有 两 条 内 角 平分 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角 失 . 

在 AABC h .BD.CF 4 WJ ZABC, Z ACB 的 平分 线 
证 明 如 图 1-60, 令 LAHD= 志 


RD=CE, 则 AB= AC. 


Baf la EARE HI. 

Ë AB>AC WODOREM AIE, TERAH m. 
# ABLACWOREWH M. MARHE. 
所 以 AB= AC. 

利用 以 上 定理 及 平 商 几何 中 常用 的 方法 和 证 明 技巧 ,还 可 以 证 明 一 些 著 名 的 定理 和 


定理 1 (RAB Lemoine) 过 全 ABC 的 三 个 顶点 A .B.C 作 它 的 外 接 辆 的 切线 ,分 
别 利 BC.CA.AB 的 延长 线 交 FP.Q.R, 则 P.Q.R 三 点 共 线 . 


定理 2 (RF Morley) 将 任意 三 角形 的 各 角 三 等 分 , 则 每 两 个 角 的 相 邻 三 等 分 线 
的 交点 构成 一 个 正 一 角形. 

定理 3 BC 各 入 A'B'C' 中 ,车 AA’ 、.BB .CC 相交 于 一 
ASW AB 与 AB',BC tj B'C'.AC 和 与 AC' 的 交点 F.D.E 共 线 . 

定理 4 ( 卡 诺 Carnot) 通过 全 ABC 外 接 圆 上 的 一 点 己 . 引 边 BC.CA、AB 分 
别 成 同 向 等 角 ( 即 PDB 二 PEC 一 PFB) 的 丰 线 PD.PE、PF, 与 三 边 或 其 所 在 直线 
的 交点 分 别 为 D.E.F.W DEF 共 线 . 

定理 5 (清宫 定理 ) 设 P.Q 为 人 ABC EBI EA F'A.B.C 的 两 点 ,P 点 关于 

边 BC CALAB 的 对 称 点 分 别 为 U 这 时 ,QU,QV,QW Hi BC .CA、AB 所 在 直 
线 的 交点 分 别 为 D.E.F, 则 DEF 三 点 共 线 . 

定理 6 (牛顿 Newton) 设 四 边 形 ABCD 外 切 于 加 0O, 对 角 线 AC 和 BD 的 中 
HAM NM MN OZAR. 

定理 7 (Pascal) 圆 内 接 六 边 形 ABCDEF 的 AB 边 与 DE 边 .BC 边 与 EF 边 ,CD 
边 与 FA MTER AZF HKA H.K.I 二 点 共 线 . 

定理 8 ( 奥 信 尔 Opial) 通过 人 ABC 的 项 点 A 了.C 引 互相 平行 的 三 条 直线 ,与 
A ABC 的 外 接 图 的 交点 分 别 为 ABC .在 AABC 的 外 接 辐 上 取 一 点 卫 . 设 PA'.PB'. 
PC 与 AABC 的 三 边 BOCCA AB RIE KRIZASH DEFA D.E. 点 共 


分 


umen 


例 1 如 图 1-61， A 
1AC FEM PFLBC FF. RIE: 


作 PD 1 直线 AB T D. fE 


PPV PDP 

证 明 由 PD 上 直线 AB T D.PELAC FE.PF | BC 于 下 , 知 
A.E.P.D R E.F.C.P $P MI 84 3t Bl, WJ ¿DPE = ZBAE=60°, 
ZEPF= ZECF 60. 

出 西 姆 松 定理 , 知 D.E. F 共 线 ,从 而 以 P 为 视点 ,对 
APDF wi ak h Ee, ti TEPPE 一 PE + sn EPF, p À 
Sinl20 -sin60 | sinôo" y ly 
PE PF PD MPF PD PE 

例 2 如 图 1-62, 在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平分 ZBAD. 


在 CD 上 取 一 点 EE,BE 与 AC 相交 于 上 ,延长 DF 交 BC 于 G. 求 证 :LGAC= ZEAC. 
证 明 LCAC = ZCAE,Z BC 1: G'. iF G .F.D 二 点 a 
HR. & Z BAC= ZCAD; ZCAE=a. 


以 和 为 视点 ,分别 对 B.F.E.B.G 品 应 用 张 角 定 理 ，， Z 区 
有 ao 
sin(0+a) _ sina ，sing 人 
AF +AE， ° 
M162 
© 
@ 


RUA 为 视 应 用 张 角 定理 , 知 0.F.D = 

由 此 , 知 G 与 G 重合 , 故 CCAC= ZEAC. 

例 3 如 图 1-64, 在 " 筝 形 "A4BCD 中 .AB=AD,BC 一 DC. 经 过 AC 与 BD 的 交 
任 作 两 条 直线 ,分 别 交 AD T E.Z BC T F. AB T G, CD + H.GF.EH 分 别 交 


BD 于 1 求证 :O10J. 
证 明 2 ZAOF=a,ZEOD=8.Z DOH =y. 人 COH=6. 由 题 设 , 知 AC 乘 直 平分 
BD 下 ,以 0 〇 为 视点 .考虑 分 别 在 OJ .OI 所 在 的 三 角形 和信 EOH 及 AGOF 中 应 用 张 角 


但 在 N 


OH 中 ,水 及 OFE.OH. 于 是 .又 在 AAOD.ACOD 及 D 
y 
a sina , sing sing0" _ 
AENEA ARMEA a S: oe OD OA OH OC, P 
二 Sin8 sin(8+ y) _ sing , siny f 
OD 页 OH OE G 
由 上 述 三 式 ,有 
singi) -ig iar, sng. sinô | siny ° sina siny * sing M 1-63 
OJ op OD OA 4 


A ACOB AGOE 中 分 别 应 用 张 角 定理 .有 


sint y-+ 9) _ siny 。 sing siny 。 sina , sing» xin _ sing siny 
OF OC 4 OB OA ° 


iE@sLOD=OB.W4 OJ gp OI= 


评注 EARE REN. FAE Ë P.E W. 
例 4 如 图 1-64,1.H 分 别 为 锐角 入 ABC 的 内 心 和 重心 


B,C, 分 别 为 边 AC、 


的 延长 线 于 点 ,B,C 与 BC 相交 于 K ,A, 为 人 BHC 的 外 心 . 试 证 : 
AJLA 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 八 BKB: 和 八 CKK; 的 面积 相 p 
等 . B 
证 明 KREM: Sime, = Sanr, Z BAC=60°. 

设 和 ABC KIHE EN R.i£ 1C, 在 八 ACI 与 AABC 中 运用 


ERERA GERS 
AC AC È + 1 
= — C =R: sin T ZB.B Al—4R sin L ZB sin 
* ZAF os ZB z z 
X. AB, = LAC—R * sinZB. 


AAB, B: 中 ,注意 A1 平分 人 A, 以 A 为 视点 ,在 此 三 角形 中 应 用 张 角 定 理 的 推论 ， 


LB sin ZC sin 


ZA: cos EZB- sin 12C 


2R. cos 74B sin +c 


sin ZA 


2R + cos zc: sin ZB 


MA ACG = 


AB; » AC; 


LB- cos ZC 


1 ` 1 
sinz ZA sing ZA 


人 一 1, 注 意 到 人 A 35 = fE N fics ZBAC— 60. 


其 次 ,再 证 二 BAC 一 60" 一 AT A, 三 点 共 线 . 


edsin 


=P 


连 BA; .CA fE AABA, 和 AACA- 中 分 别 应 用 正 艾 定 理 ,有 


AA _ AB AA AC 
sinZABA, sinZA AB 'sinZACA, sinZA AC 
B 1 为 AABC HALATA fee ZA,AB= ZA,AC=ZABA, Ñ ZACA, 均 


为 锐角 ,sin ZABA, = sin LACA. S ZABA, # ZACA, (IN AB AC) Mt, ZABA, > 
ZACA,=180'SA,.B.A;.C WARA. 

注意 到 @A, 中 圆周 角 与 圆心 角 的 关系 ,有 二 BAIC=360" 一 2CBHC 一 360" 一 20180" 
ZZA)=2ZA, UZBA C+ ZA= 180" ZBAC—60. 

例 5 如 图 1-65, 在 人 ABC 中 , 令 AA=a, ZB=8, ZC=y. R a>8.AD.BE.CF 是 
它 的 三 条 重 线 ,AP、BQ 是 两 条 角 平 分 线 .1.O 分 别 是 它 的 内 心 和 外 心 .证 明 :点 D.I. E 
共 线 当 日 仅 当 王 .O.Q tt. Rf OT FIR. 

证 明 由 于 外 心 0 有 在 八 ABC 内 .外 、 边 上 二 种 情形 , 故 须 对 
4 分 三 种 情况 讨论 ， 

COM a 为 锐角 时 . 

设 AABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 内 切 图 半径 为 r. BC=a.CA 


ah 3 
—Z0CQ= 1 B. 


Sh AB= E CO.CI M cp— P.C 


LOCP= —a.CD=b * cosy.CE=a * cosy.CI= ——.Z0CI= 4 


sin Z 


ZICP= 3 1: ta P. LOCI 28… YOR y+2a 


m). 


以 5 为 视点 ,分 别 考察 和 PCQ 
已 .0.Q 共 线 


DCE. AOCF ,3F 8 3k fh AEE. 


ub ° siny— Rilato) * cose t (b He) * cosa 
=R: + sina * sing * siny= R° Í sin2a + sin28+ 2siny( cosa + cosp) ] 
SR? (sina + sin28+ sin2z) = R° [ sin2a 4 sin28+2siny( cosa+ cos) J 


SsinZy= 2siny(cosa + cos) cosy= cosa + cosa. 


$ Sabsinz * cosy=rlu +h) 


rlatht e) e cosy rlut la+ — cosy) —e * cosy 


sinet sind (1— cosy) = siny * cosy 


2cos 7, cos 2—Ë , 2sin? Z —siny * cosy 


2 £ 2 
S2sin + + cos =Ë - cosycosy= cosa cosg. 


O.F ka na = = = 


cos(p+ Za : 
AKOTE 


25 er. pel 
= 2Rsina = sinB + R 


2sin 


GERAH A7 r=4Rsin $ o sin 县。 


* sina + sing R» sin Z 


S2sin(gH Z i +4sin3 e sin £ 
easing F 
sin(8+ 7 sina © sing 
sin(B 十 全 £ risc tZ- Eysi 4 过 ?十 xin $ 
= 1+cos(a—8)—cos(a—B) 
cosg-+-cosa+ 1 + cox(a—B) = 1 —cos(a — B) | cosy=əcosy= cosa + cosp. 


BDE RRSP OQ IWtt=O.I.F 共 线 . 
DH a 为 钝 角 时 ,注意 LOCP=。 到 ,依照 ( 工 ) 类 似 证 明 . 


(H) a 为 直角 时 , 易 证 点 DT 忆 共 线 当 且 仅 当 AABC 是 等 腰 直 角 三 角形 ;点 P. 
D,Q 共 线 当 且 仅 当 人 ABC 是 等 腰 真 角 三 角形 ;点 O.1.F 共 线 当 且 仅 当 AABC 是 等 腰 直 
角 三 角形 ,综合 即 证 

评注 在 人 ABC P, iš f8 ;cosZC= cos A+ cos B. š B I£ Š AABC 的 外 接 图 
f$ T AB ñ k 8 $ 3 8 + ë. 因此 本 例题 还 等 价 于 人 ABC 的 外 接 团 半 径 等 于 AB 边 
上 的 雳 切 图 半径 .此 为 1998 年 全 国 高 中 联赛 平面 几何 晤 结论 . 

蝴蝶 定理 是 很 多 读者 所 问 悉 的 一 个 定理 , 平 几 中 许多 问题 可 用 蝴 汇 定理 来 证 明 . Ç 
的 证 法 较 多 ,前 面 给 出 了 用 张 储 定 理 来 证 明 的 方法 它 有 一 个 纯 几 何 的 证 法 ,就 是 直 
接 关于 AB ñ $ 8 + fl ff 3 f 8 P|. 下 面 我 将 介绍 这 个 定理 的 面积 证 法 . 

例 6 〈 刀 蝶 定 理 ) 如 图 1-66 所 示 ,M ) 3 AB 的 中 点 ,PQ 和 RS 是 过 M 的 两 


REPS 和 PQ 交 AB 于 点 X 和 Y. 求 证 :MX 一 MY. 
37 a 


证 明 记 MK 二 ,其 中 代表 字母 P.Q.R.S、X.Y. MA 一 MB š 
—a.PX=:, 
FHE Sus 


WAREN u= AY. YB= (a+ y)(a—y)=at— y ut=AX + XB=(a—r)(a 
Fe), 

代入 上 式 得 到 (a 一 y) 一 (a 一 也) 

HU a! r =a yor y ER. 

评注 这 个 解法 就 显得 轻巧 许多 ,就 是 简单 的 利用 了 一 下 共 角 定理 就 把 一 个 很 不 好 
解决 的 东西 搞定 了 . 

很 多 的 读者 总 有 这 样 的 一 个 想法 ,就 是 每 个 条 件 都 应 该 对 应 一 个 式 子 来 表示 它 ,的 
而 霄 之 就 是 每 一 个 式 子 都 应 该 是 在 题目 中 对 应 于 一 个 条 件 . 那么 在 这 道 题目 中 的 四 个 式 
于 者 是 怎么 出 来 的 呢 ? 


首先 时 等 利用 的 是 对 顶 角 相 等 的 结论 ,所 以 就 对 应 于 PQ 和 RS Ri M HERR 


ELES POE EESE ib k $ ft + 9 À 39: E 00 £ ft. 所 以 说 , 任 


何 的 式 子 都 不 是 凭空 出 现 的 ,总 会 有 它们 对 应 的 东西 ,只 不 过 有 些 是 很 不 显然 的 而 已. 当 
然 这 个 道理 的 使 用 价值 并 不 是 特别 的 人 原则 必 不 是 所 有 人 能 做 得 到 ,因为 你 需要 从 条 件 
出 发 而 得 到 它 的 用 法 ,这 是 一 件 很 困难 的 事情 ,比如 在 这 道 题目 中 ,事实 上 你 根本 就 不 会 
以 为 PQ 和 RS 是 过 M 的 两 条 弦 也 算 一 个 条 件 . 当然 了 ,还 是 有 一 些 题目 就 要 利用 这 一 
原则 ,就 是 铎 个 条 件 都 是 有 用 的 ,从 而 ,最 别 氢 的 条 件 也 就 往往 可 能 是 题目 的 突破 口 ， 

有 些 平面 几何 的 书 上 很 少 提 到 张 角 定理 及 蝴蝶 定理 ,是 因为 这 些 定理 可 以 用 其 他 定 
理 来 证 明 的 缘故 ,下 面 来 证 明 张 角 定理 与 斯 特 瓦尔 特定 理 的 等 价 性. 

例 7 如 疼 1-67. 设 昌 .P,C 依次 分 别 为 从 A 点 引出 的 三 条 射线 4B .AP.AC 上 的 
点 ,线段 BP .PC 对 应 点 A 的 张 角 分 别 为 a.p, 且 a+B8<180", 则 B.P.C 三 
两 个 充 要 条 件 等 价 : 


sin(a +) _ sina + sing, s 
CDU AP TAC TAB FARD 


(IDAR + PCAC + BP=AP: 。，BC+BP。PC。BC( 斯 特 瓦尔 特定 理 ). 


E 


aah 


证 明 deip AR AC + ina! 9 = AP * 


AB » sina HAP + AC * sing 
SAB + AC + sina * cos9+AB + AC + cose * sing— AP + AB * 
sinat AP + AC » sing. 


AB» 
AC- sing CF PC 


AC © cosp + k + BP AB + cosa * k + PC=AP + k + BPHAP +k + PC=AP +k + 
BC 


图 1-67 


SAP + AC + BP» 


BC 

SAB: + PCAC + BP=AP: + BC+ BP * PC + BC. 

当然 ,其 他 定理 的 应 用 也 较 广 泛 , 限 于 简 幅 这 里 不 再 介绍 其 应 用 ,下 面 介 绍 一 例 牛 
定理 的 应 用 . 

例 8 求证 :着 一 个 贺 外 切 四 边 形 有 两 条 对 边 相等 , 则 圆心 到 另外 两 边 中 点 的 距离 相 


等 

证 明 人 在 关于 圆 外 切 四 边 形 的 诸多 定理 中 .容易 想到 牛顿 (New- 
ODEN: 

ROO 的 外 切 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 、BD 的 中 点 分 别 为 E、#| 
户 , 则 三 .OF 在 一 条 直线 上 . 

如 能 联想 到 这 一 定理 , 则 本 题 的 证 明 就 轻而易举 了 . 

设 轩 外 切 四 边 形 为 ABCD, 其 内 切 圆 加 心 为 0.AD= BC.AB.CD 
的 中 点 分 别 为 E、F. 设 AC.BD 的 中 点 为 M NONI 1-68). 

HEMER A MON 三 点 共 线 . 又 因为 AD—= BC, 则 平行 四 边 形 MENF 33636. 
故 MN 为 EMF 的 角 平 分 线 . 再 由 ME=MF. i OE=OF. 


M 1-68 


XE BJAR 


思考 题 1 如 图 1-69. 在 线段 AB 上 取 内 分 点 MM. 使 AM<<BM, 分 别 以 MA.MB 为 
边 . 在 AB 的 同 倍 作 正方 形 AMCD 和 MBEF.P MOQ 分 别 是 这 两 个 正方 形 的 外 接 
圆 ,两 圆 交 于 M.N. Ri 


[地 rr 

证 明 i£ MD.ME.NF.ND.NM. WJ ZDNM= ZENM= 
90" D.N.E +45°=90°. 

设 DMN 的 半径 分 别 为 rm,、 产 * 则 
AMCrYZr MB= 2. * sina, 对 视点 M.S 
Sm, B.C.N 所 在 的 人 MB 

sing CMB y 

WN t 


网 上 69 


cosa + sina _ /? * cos(45"—a) _ cos(45"—a) 


F 2r 


sin(90"+ 4 


同步 检测 


L 和 如 图 1-70,AABC HHA ABC 边关 分 鄙 为 wbscy 巨 为 其 内 切 国 加 


RAE # BC + D. k ig 


WB 1.26 min m1-72 


2. 如 图 1-71, 在 四 边 形 ABCD 中 -两 组 对 边 延 长 后 得 交点 E.F. ff ñ BD EF, 
AC 68 K š % EF +T G. 
3. 如 图 1-72, 信 ABC ERRAZA 


Fe- 


>CA,O 〇 是 它 的 外 心 ,HH 是 它 的 要 心 ,下 


是 高 CH HERH F ff OF t $ ñ 2 k CA 
4. wE 1-73.6 2. fi 3 ABCD 中 ,在 AB 
ERA Qk AD=4AQ.E PQ X AC FM. REA 


“FHP— LBAC. 
A P {È AB=3AP, #4 AD 


c 


miss 图 1- mi 
5 如 图 1-74.AB R 8 ñ f ë .PA.PC 是 赔 的 切线 .入 ,C AHNA. ff CD1AB T D. 
QQ 为 CD 的 中 点 , RAE P.Q B ZK #&. 
6. 如 图 1-75,AM 是 人 ABC 的 边 BC 
AB AM AC y g g n, 


PQN. Rit: 3p 
分 别 是 人 ABC 的 内 外 储 平 分 线 A D 


E p ñ. tf ff — Ë 8 6 £ 2 AB.AC.AM F 


7. 知 图 1-76,AD、AE 


在 BC k h. E $ BC e t t h 


TEJE 三 角形 中 的 特殊 点 


第 1 讲 三 角形 中 的 心 


made 知识 点 金 


:角形 中 的 心 是 指 重心 ,外 心 . 内 心 . 重 4 “和 界 心 三 角形 的 心 是 三 角形 的 重要 
几何 点 ,在 奥林匹克 数学 中 ,有 关 三 角形 的 心 的 儿 何 问题 是 竞赛 的 热点 问题 .因此 ,我 们 
对 三 角 内 的 心 的 几何 性 质 作 概 括 归纳 ,对 有 关 的 证 明 方 法 和 解 题 技 巧 作 深入 探讨 . 

1. 重心 

三 角形 的 一 条 中 线 交 于 -点 ,这 个 交点 即 为 三 角形 的 重心 ,重心 把 中 线 分 成 2 : 1 两 
部 分 ,在 人 ABC 中 重心 通常 用 G 表示 .重心 的 位 着 总 在 三 角形 的 内 部 . 

Ë G A ABC 的 重心 ,AG 的 延长 线 交 BC FDM 


DBD= DCH24D' 一 下 (24B +2AC— BC, 


(AG: AD=: 


D Saw = E Sawe. 

2. 外 心 

:角形 的 三 边 中 垂 线 交 于 - 这 个 交点 即 为 二 角形 的 外 心 , 它 是 外 接 圆 的 圆心 ， 
ABC 的 外 心 常用 O 表示 , 钝 角 三 角形 的 外 心 在 形 外 ,直角 三 角形 的 外 心 在 斜 边 的 中 


g. 


点 ,锐角 三 角形 的 外 心 在 形 内 . 
BROOR E AARC 的 外 接 国 ,ODLBC 于 D GO T E. WJ 
(DOA=0B8=0C=Ri(2) LBOC=2ZA[ 或 20180" 一 人 人 A); 

abe 

38: 


(3)BD= DC.BE— 


6 
Sae = RER a 


内 角 半 分 线 相交 于 一 点 .这 个 交点 即 为 三 角形 的 内 心 . 在 人 ABC 中 ,内 
心 常用 工 表示 ,其 位 置 在 AABC 的 内 部 . 
设 入 ABC 的 内 切 圆 @JKr) 切 边 AB + PAI 的 延长 线 交 外 接 圆 于 D, 则 


(DLBIC=90°+ LAs 


rewal 
(2)AP=r rot zette ay 
(3)DB=DI= DC, 


(DS: are be +b 二 ec) 或 r 一 二 


定理 1 (Fuler 定理 ) 在 人 ABC 中 .R 和 分 别 为 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 ,O 和 7 
分 别 为 其 外 心 和 内 心 . 则 OF =R —2Rr. 

i 重心 

:角形 的 三 条 高 相交 于 一 点 ,这 个 交点 即 为 三 角形 的 甜心 ,在 人 ABC 中 , 生 心 通常 用 
用 表示 , 它 的 位 置 与 外 心 类 似 . 

H O.G.H 分 别 是 AABC 的 外 心 ,重心 和 季 心 ,OD | BC F D, AH 的 延长 线 交 外 接 
BL H, WÍ 

CDAH=2ODs(2)H tj H, 关于 BC 成 给 对称; 

(DOBCH OABC 的 半径 相等 . 

定理 2 形 的 Euler 线 ) AABC 的 重心 
260. 


7 ,重心 H 和 外 心 O 共 线 ,并 且 GH= 


Fo 
J tti £ € Pi fii 0 F fi Y: ER SB = A fla G fa F RAA E F -— A A 3 A D 
3821 60035. 在 人 ABC 中 , 旁 心 常用 .l,i 表示 ,其 位 置 在 人 ABC 的 外 部 . 

设 在 人 ABC 中 .AA 内 的 旁 1(7) 与 AB 的 延长 线 切 于 P,, 则 


(D ZBh Cs ZA: 


DAP =ne = Thi, 


$ 


GIZAhB=} ZC; 


adatre 
DSa = Fn bH =a). 


心 . 垂 心 在 项 角 的 平分 线 上 ;而 对 正二 角形 
的 中 心 . 


tig 


AME = f JE — J) E By — R AL & u) Pr x1 69 TILER GE = ffi FE S J8 REA A PA # % 1 05 bi 
线 ,那么 就 称 这 一 点 为 三 角形 的 周 界 中 点 . 其 中 三 角形 的 周 界 是 指 由 三 角形 的 三 边 所 组 
成 的 围 线 , 由 于 二 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,可 知 三 角形 任 一 边 上 的 周 界 中 点 必 
介 于 这 边 黄 端点 之 间 。 

角形 的 顶点 与 其 对 边 的 周 界 中 点 的 连 线 , 叫 做 三 角形 的 周 界 中 线 ( 有 时 也 称 周 界 
中 线 所 在 直线 为 三 角形 的 出 界 中 线 》. 三 角形 三 条 周 界 中 线 交 于 一 点 (证 明 从 略 ). 

定义 : 称 三 角形 二 条 周 界 中 线 的 交点 为 三 角形 的 界 心 . 


(V anen 


EAABC h.AB— AC. 


一 国内 切 于 AABC 的 外 接 圆 ,与 AB.AC 分 别 相 切 
: P 和 Q 连 线 的 中 点 是 AAABC 的 内 切 圆 图 心 . 
证 法 1 如 图 2-1, 根 据 对 称 性 , 易 知 A.K.O.D 四 点 共 线 , 其 中 K 为 PQ 中 点 ,0 为 
小 圆 圆心 

AEK ff. KF LAC 于 下 .连结 0Q.DC, 则 OQLAC,DC1AC, 得 
KF//0Q// DC. 


gp KF_AK 
所 以 og . 


K. 
+Á 


WX KE L BC. 

Ak 点 在 人 ACB 的 平分 线 上 . 

显然 K 点 在 全 BAC 的 平分 线 上 , 故 K 3 AABC 的 内 心 . 

证 法 2 如 图 2-2, 设 PQ 中 点 为 K , 易 证 A,K,O,D 四 点 共 线 . 
因为 PD=@D. 

故 ZKPD= DPB. 


Re- 


于 是 RtADPBS2RtADPK ,得 PB= PK. 

T. Z PKB— Z PBK= Z KBC. 

即 BK 平分 LABC, 从 而 K 3 A ABC 的 内 心 . 

例 2 点 A 在 CKMN 内 部 ,点 B 在 KM 上 ,点 C 在 MN 上 ,如 果 
LCBM= ZABK. ZB 求证 :ABCM 的 外 心 在 AM E. 

证 明 如 图 2-3, 由 对 项 角 相 等 及 <CBM 一 ZABK, I BM 为 
AABC 的 外 角 平 分 线 . 

同 理 可 证 ,CM 为 人 ABC 的 另 一 外 角 平 分 线 . ner 


故 M 为 人 ABC 的 旁 切 贺 圆 心 . 
所 以 ,AM 平 分 和 BAC. 
记 A4BC 的 内 心 为 , 易 知 1 在 AM 上 ,连结 1B.IC 由 18 单 。 
分 ZABC 及 LCBM=LABK, 知 1BLBM. 同 理 , 有 ICLCM. -M 
所 以 ,1.B,M.C 四 点 共 圆 , 共 MI 为 直径 . 
因此 ,ABCM 的 外 心 在 M1, 即 AM 上 . 
例 3 BC 为 加 ©O 的 直径 ,A 为 GO 上 的 一 点 ,0"<LAOB<120",D EA ABIRE 
C 的 弧 ) 的 中 点 ,过 O 平 行 于 DA 的 直线 交 AC 于 了 .OA 的 垂直 平分 线 交 @O T E.F. it 
证 : 最 A 人 CEF 的 内 心 ， 
证 明 如 图 2-4, 由 题 设 A 为 EAF 的 中 点 ,于 是 .有 CA 为 4 
LECF 的 平分 线 . 
义 由 于 OA 一 OC， 
LA0D- 计 ZA0B= OAC. 


则 ODAIA, 而 ADVIO. 

所 以 ADOL RYH WUE. B24 

X OEAF HÉA 

AI=0D=0E-4AF. 

所 以 ZIFE= ZIFA— ZEFA= ZAIF— ZECA= ZAIF—ZICF= ZIFC. 

即 IF 为 人 EFC 的 平分 线 , 故 E ACEF 的 内 心 、 

评注 条 件 AAOB<120" 保 证 点 1 在 人 CEF 的 内 部。 

再 介绍 有 关 三 角形 中 心 的 经 典 问题 及 赛 题 . 

例 4 三 角形 的 Euler 线 . 详 见 [知识 点 金 ] 的 定理 2. 

分 析 这 是 一 个 经 典 的 定理 ,由 重心 的 结论 (1) 有 AH=20M. 这 是 一 个 常常 被 忽视 
的 结论 .但 是 它 的 用 处 却 十 分 大 ,图 2.5 给 出 了 一 种 由 此 引出 的 经 典 辅助 线 : 作 直 径 CP. 


那么 可 以 得 到 APHB 是 平行 四 边 形 . 
45 x 


图 2-3 


证 明 因为 AH=2OM. 

又 延长 HG 交 OM 于 点 O", 由 ADVOM 知 

AH=20M, 

所 以 OM=OM， 

所 以 OQ 和 0O' 重 合 。 

XIN S AAHGOOAMOG. 

所 以 GH=20O6. 

评注 RE, AR OGH 称 为 人 ABC 的 Euler $. 

例 5 如 图 2-6, 等 腰 三 角形 的 外 接 加 半径 为 尺 ,内 切 加 半径 为 ~ 证明: 外接 贺 和 内 
WMCA d= VRCR 一 277 

分 析 ”此 题 对 一 般 三 角形 也 成 立 , 称 为 欧 拉 定 理 .由 此 可 得 出 一 
个 重要 的 几何 不 等 式 :R 宇 2r. 称 为 欧 拉 不 等 式 . 这 里 将 对 欧 拉 定理 给 
出 证 明 如 下 。 

证 明 i? M 为 所 的 中 点 ,0 与 1 分别 为 三 角形 ABC 的 外 接 贺 和 
内 切 贺 的 圆心 ,外 接 圆 直 和 检 MN 交 BC 丁 D, 连 IB.BM.AM 必 过 1 

义 设 IE | BC.IK LMN,E,K JẸ R. 


因为 <MI18= FBAc- +ZABC)= ZIBM. 


N26 
所 以 MI- MB. 


X IO =M + MO —2MO * MK. 

而 MB'—MD + MN=2R * MD. 

所 以 d'=2R + MD+R'—2R * MK—R: —2RX DK —R'—2K., 
w 从 上 全 我 们 看 到 ,对 于 某 些 含有 ”内心 " 的 平面 几何 命题 ,如 果 将 "内心 " 改 为 
种 作法 法 对 我 们 研究 问题 的 内 在 联系 ,拓宽 证 题 
地 处 理 竟 赛 问题 的 能 力 将 大 有 神 益 ,下面 我 们 
再 将 第 39 届 IMO 试题 5 作 此 类 演变 、 推 #it+. 

例 6 如 图 2-7,1 为 人 ABC 的 内 心 , 其 AABC 内 切 圆 切 
BC.CA MAB 于 点 K .LL、M, 过 BB 点 平行 于 MK 的 直线 分 曾 交 直线 R, 
LM 和 LK 于 点 R 和 S. 求 证 :RIS HRM.. 

RIS 是 锐角 . 由 余弦 定理 ,只 要 证 : 
RI + SicosZ RIS>0, 
为 此 我 们 来 计算 RE +SE-—-RS'. 
令 MK/RS, 考 虑 人 BMR RABSK.T E 


“Q 


ZMRB=ZIMK=Ł(a- ZO. 


Hæ ZRMB= 


AML=È (a= ZA). 


而 ZMBR=ą— LMRB— ZRMB= 1 (¿C+ ZM = aB). 


z 


同 理 ZKSB=/LKM=5(r- ZA, 


ZSKB= ZLKC— 


ZKBS- (z 
由 正弦 定理 .有 
BR BM 


sinZRMB sinc) 


i 
因此 BM 一 < 


令 BI _ MK. 所 以 BI , RS. X MILAB, 所 

JR 二 1S: 一 RS 一 (BE 十 RB:) 十 (TB 十 有 

注意 到 BK 二 BM, 内 此 BR + B. 
一 201M)5>>0. 

评注 REAR ASA 

演变 题 : 设 了 为 人 ABC 的 
H £ R 9 Ñ| f & M 和 
求证 :CRIS HRA. 

证 明 如 图 2-8. 连 接 BI.MI.KI. 

在 ABKS 与 ALMK 中 . ZLKM = ZKSB. ZBKS = 


LLMK. 于 是 ABKS k, 


以 考虑 直角 AIRB,AISB.ABLIM 有 
#) C (BR+BS): =2(BD'— 2BR * BS 
BAMF. 所 以 IR: + IS: — RS —2[( BD: — (BM): J 


“ 考 心 ”发现 其 结论 仍然 成 立 , 这 个 演变 题 即 为 ， 
A ABC $ tJ Wit AC + À L.H ik BA 和 BC 的 
A B + tt + MK 的 直线 分 别 交 真 线 LAM fo LK + ñ R fe S. 


BR_ 
同 理 可 证 RM 一 


于 是 BS: BR=BK BM, 
又 显然 BLLMK.BK=BM, 从 而 BS * BR= BM: <BF' ,BB BS + BR< BI. 


这 表明 :在 BI 内 存在 点 卫 , 使 得 BR + BS= BP. 
47 第 


图 2-8 


在 ARPS 中 ,应 用 射影 定理 的 道 定理 ,可 知 <RPS 一 
圆 的 外 部 ,从 而 二 RJS<907 

例 7 如 图 2-9, 作 ABC ih. ZA 的 平分 线 与 外 接 画 交 于 点 D,T 
是 内 心 .M 为 BC 的 中 点 . P 39 1 关于 M 的 对 称 点 ,延长 DP 与 外 接 圆 
MEF N RER AN, BN CN 中 有 两 个 的 和 等 于 第 三 个 . 

分 析 1 这 道 题 有 一 个 经 典 解法 一 一 面积 法 ,此 法 好 似 没 道理 ，AA 


90”, 于 是 点 了 在 以 RS 为 直径 的 


c 
MERIKE RRAK SKD. < 
证 明 1 hF Sumo Sev = 2S = Sro» # 
而 Sas BN: BD + sinZNBD. B29 
Sin ™= LCN + CD * sinZNCD. 


Sw 


AN "1D'，sin 人 NAD( 请 关注 这 个 式 子 , 想 想 为 什么 )， 

XA BD=ID=CD. 

FMV BN+CN=AN, 

分 析 2 如 果 说 我 们 的 日 的 不 只 是 去 寻求 证 法 的 美妙 ,而 是 实用 ,那么 可 选择 一 个 稳 
轨 一 点 的 方法 一 三 角 计 算 . 

证 明 2 记 e= 却 <BAC.B- /NAD, 外 接 图 半 入 为 及 

只 需 证 明 2Rsin(a-—0)2Rsin(a+8) =2Rsin(C+a —0), 

即 证 2sinacosg8=sin(C+a 一 人. 0 

我 们 来 看 一 看 还 有 什么 条 件 没有 用 . 我 们 需要 的 是 一 个 限定 N 位 置 的 条 件 ,这 个 就 
是 *M IP 中 点 "当然 , 半 择 用 比例 贱 、 于、 了 关中 的 哪个 是 需要 思考 -下 的 , 注意 到 


DM 和 DI 的 长 度 比较 好 撒 述 ,而 DP 的 长 度 我 们 无 法 控制 ,所 以 我 们 选择 用 于 
使 用 这 个 中 点 的 条 件 . 


Lg 


PD» DM sinZ PDM 


— DM * sinZ PDM 
DI sinZPDI 


+PD- DI * sinZPDI 


一 2Rsinia , sin[ (90`—a) = (e — 0) __sinacosg ° 
2Rsina sin(C+a- 8) sin(C+a A) 


这 与 合式 等 价 . 


lI 


注 其 实 污 老 从 证 明 的 过 程 中 ,证 明 几 乎 没有 用 到 大 多 的 计算 
但 是 技巧 的 使 闭 却 很 多 .实用 得 很 

例 8 如 图 2-10,0O、H DAERA AABE 的 外 心 . 垂 心 ,CBAC 
的 角 平 分 线 交 八 ABC 的 外 接 图 于 点 D. 点 D 关于 直线 BC 的 对 称 点 
为 EE, 关 点 〇 的 对 称 点 为 F. # AF 与 FH 交 于 点 G,BC 的 中 点 为 
M. RiE;GM LAF. 

证 明 延长 AH GO 于 用", 易 知 H š 开关 于 直线 BC 对 称 ， 
所 以 HE M H'D 关于 真 线 BC 对 称 . 

, 且 OD 上 BC, 所 以 D.M.O.E、F 五 点 
共 线 ,所 以 FD L BC, 所 以 DF// AH”. 

R DF fl AH FE OO 的 纺 , 因 此 ,它们 有 公共 的 答 直 平分 线 4 

因为 LFD, 所 以 1WBC. 

而 AF tj H'D 关于 4 对称 ,所 以 AF ZHE, 

所 以 四 边 形 AFEH 是 平行 四 边 形 ,所 以 AG=GE. 

又 由 题 意 得 DM= ME, 所 以 GM//AD. 

又 CFAD 0 AF_ AD, 所 以 GMLAF. 

例 9 如 图 2-11, 两 个 半径 不 等 的 加 相交 于 A.B 两 点 , 公 切 线 
STMN 与 两 个 加 的 切 点 分 判 为 S、T 和 M、N. 求证 :人 AMN、 
AAST,AHMN.AHST 的 重心 是 一 个 矩形 的 四 个 项 4 

证 明 it AAMN, AAST, ABMN, ABST HELAIAN - 
Hi、H;、H;、H, ,由 对 称 性 知 由 边 形 H, H, H, H, EGRE JP 
H, H, // AB HE 下 ,所 以 只 要 证 H,B LAB. 

it P.Q MS AH, AB 与 MN 的 交点 , 则 Q 为 MN 的 中 点 . 
i AH, 与 AAMN 的 外 接 圆 交 于 DD, 则 H,P= PD,PM + PN= PD + PA=PH, * PA. 
F, 

AH, + AP 


— H ,P)AP=AP:— PM ° PN 
Q — PQ- (MQ— PQ) (NQ+ PQ) 
Q — PQ -MQ + PQ' =AQ' —AQ * BQ 
— AQC(AQ— BQ) = AQ + AB. 
BOL H..P.Q.B 共 贺 . 又 因为 APLMN, 所 以 ,HB LAB. 
下 面 我 们 讨论 界 心 的 两 个 性 质 . 


例 10 D.E.F 分 别 为 人 ABC t BOCA AB 边 上 的 周 界 中 点 ,Rr 分 别 为 A 人 ABC 
1 


Saaw. 


Sarr rA 
的 外 接 图 和 内 切 画 的 半径 , 则 (5 一 其 (2)Soorr 挟 


P 


p=a+b rc WH ESU B: 


Sian al 


Sour 
(Gomer "Seer Sea) 
[=e o p pop-a) , p-a) + (P. 2) 
he ca ab 
- =+ +a p— 2abe 


由 欧 拉 不 等 式 Rr Soner < Ssu 
N BOAR 


思考 题 1 如 图 2-12, 设 OH 分 别 为 锐角 人 ABC 0) FD MEL. RE: AAOH, 
ABOH ACOH 中 有 一 个 的 面积 等 于 另外 两 个 面积 之 和 . 

证 明 设 BC 中 点 为 也, 连结 AD 交 OH T Š G. 

BLA r 到 OH ERAH d, 

要 证 Saum = Soum 十 Scom ,只 需 证 da= dutd.. 

X du -de= 2dr ARRE 2du da. 

由 欧 拉线 性 质 知 2do 一 ds 最 然 成 立 . 

所 以 S; ew = Samm Sacou- 

思考 题 2 如 图 2.13. 在 AABC 中 , 设 4B>AC. 过 全 作 AABC "2N 
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的 外 接 贺 的 切线 1, 叉 以 A 为 圆心,AC 为 半径 作 加 分 别 交 线段 AB p 4 F 
TD, B FEF RE: HR DE.DF 分 别 通过 人 ABC 的 内 心 Ø 3 


s 
与 一 个 旁 心 . ( 注 : 与 三 角形 的 一 边 及 另 两 边 的 延长 线 均 相 切 的 圆 称 
形 的 旁 切 图, 旁 切 加 的 国 心 称 为 旁 心 . ) 


证 明 《1) 先 证 DE št AABC 的 内 心 . 
如 图 2-14, 连 DE.DC, 作 一 BAC 的 平分 线 分 别 安 DE FIE mz 


LCIE= ZCAE= ZABC, 而 LCIE=2ZICD, ZICD= L 
ZABC. 


ZAIC= ZIGC + LICG — 90° + -| ZABC, ZACI = + 


ZACB.I HAABE 的 内 心 

(2) 再 证 DF 过 人 ABC 的 一 个 旁 心 . 

连 FD 并 延长 交 人 ABC 的 外 角 平 分 线 于 也, 连 Bh 、B1, 由 (1) 知 ,1 为 内 心 ,所 以 
ZIB =%°= ZEDI,.D.B.l, .1 WAIA. 


因为 ZB11, = ZBDI, =9°— ZADI = (}/BAC+ ZADG)— ZADI =} ¿BAC 
HLIDG. X A Id, 共 线 ,所 以 1 是 AARC 的 BC 边 外 的 旁 心 . 


1. & AABC F. È Z BAC 的 角 孕 分 线 和 外 角 平 分 线 分 别 交 AABC 的 外 接 加 于 
D.E, 8 A ? T À D.E f t #: 8.3 P| 8 F .G. B AADG 和 入 AEF 的 外 接 加 交 于 点 P. 求 
if AP // BC. 

2. 已 姑 一 个 司 与 人 ABC iñik AB.BC 档 切 ,也 和 AABC 的 外 接 国 相 切 于 点 了 .着 
RAABC W Ao. RF. ZATI= ZCTI. 

3. 如 图 2-15, 已 知 I. E 5 AABC 
E E ñ R BC 和 14D 的 交点 ,著作 BAC 


“> 


亲 2-15 图 2-16 图 2-17 

4. 如 图 2-16, 已 知 点 人 〇 为 锐角 入 ABC 的 负心 ,直线 AO 与 BC £ + š K, Ë L.M 分 
别 是 边 AB.AC 上 的 点 , 且 市 KL=KB,KM KC 求证 :LM// BC. 

5. 如 图 2-17, 已 知 在 人 ABC 中 ,由 入 分别 向 人 LB 和 人 C 的 平分 线 引 径 线 , 秋 足 
AAA A, 和 Ar. 同 理 , 定 义 B, B: 和 C, C. k š 2(A.A,+ BIB, +C,C,)=AB+BC+ 
CA. 

6. 如 图 2218, 设 1 为 人 ABC 的 办 心 ,射线 Al.BI.CI 5 AABC th f N aax + 
A D.E.F. & Ë AD EF. 


s: 


用 2-18 图 2-19 图 2-20 

7. 如 图 2-19, 讽 上 是 AABC 的 人 BAC 平 分 线 上 的 一 点 ,M、N 分 别 是 边 AB、AC 上 
HA B k ñ Z ABI= ZNIC, ZACI= ZMIB. R ü, š BR Sa M.N. 失 线 时 ,1 是 
AABC tf 1 8 8 8 v. 

8. mH 2-20, Ë k AABC 的 人 C 6 $ 0 5 2 AB 切 于 点 
C'. 设 Z 为 由 点 C 引出 的 AABC 的 高 的 中 点 . 求证 :人 ABC 的 内 心 Y 
在 直线 CZ 上。 F: 

9. 如 图 2-21, 设 M,N 分 别 是 人 ABC 的 边 AC BC 上 的 点 , 且 
LACB=90 , 设 AN 与 BM 交 于 点 了 .求证 :AANML.ABNL th $ 
x 8 KC 共 线 、 


B 
图 2-21 
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第 2 讲 三 角形 五 心间 的 关系 及 应 用 


de 知识 点 金 


性 质 1 三 角形 的 外 心 是 外 心 在 各 边 上 射影 三 角形 的 甜心 - 

性 质 2 三 角形 的 内 心 和 任 一 顶点 的 连 线 与 三角形 外 接 圆 相交 ,这 个 交点 
连 线 是 这 一 顶点 所 对 的 边 的 中 垂 线 . 

性 质 3 三 角形 的 任 一 项 点 到 重心 的 距离 ,等 于 外 心 到 对 边 的 距离 的 两 倍 . 

性 质 4 三 角形 的 内 心 和 任 一 项 点 的 连 线 , 平 分 外 心 . 重 心 和 这 一 顶点 的 连 线 所 成 的 


5 外 心 的 


ft 


性 质 5 三 角形 内 心 与 旁 心 构成 mO 
角形 的 外 接 贺 平分 内 心 与 旁 心 的 每 一 条 连 线段 . 
性 质 6 三 角形 的 外 心 与 重心 的 连 线 的 中 点 是 九 点 圆 的 圆心 . 


三 角形 内 心 与 旁 心 的 九 点 加 是 外 接 并 ;三 


性 质 7 三 角形 的 外 心 D, 重 4 Vb H Rbt. H OG ' GH 
=1:2,GV: VI 3. 

性 质 8 三 角形 的 面积 是 其 旁 角 夫 面积 与 内 切 辆 切 点 三 角形 面积 的 等 比 中 项 , 

性 质 9 三 角形 的 旁 心 三 角形 与 内 切 圆 切 点 三 角形 的 欧 拉线 重合 . 


性 质 10 设 全 ABC 的 外 
HRO RAL sI 的 外 必 


为 .内 心 为 1 则 了 为 旁 心 人 Js1nlc WELAF O 的 
NI l L 的 欧 拉线 与 直线 O1 重合 . 


ARM 


例 1 如 图 2-22, 和 ABC HECA H PF40389 OIRE 2 6 39 Rit A.B.C 分 别 关 
于 直线 BC.CA AB 的 对 称 点 为 DE.F。 D.E.F 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 OH 二 2R. 
分 析 若 OH=2R, 过 A.B.C 分 别 作对 边 的 平行 线 得 人 A"B*C”, 则 H 为 此 三 : 
的 外 心 , 且 外 接 贺 半径 为 2R ,联想 到 西 姆 松 定理 ,O 在 AAA"B'C" 三 边 上 的 投影 共 线 的 充 


— 


要 条 件 是 0 6 AAB Cf FEB H 这 样 ,可 以 通过 “位 似 变换 "把 D.E.F = 
影 点 对 应 起 来 . 

TA 设 人 ABC 的 重心 为 G ,而 BCC 
为 4 .BC ,过 人 .BC 分别 作 BC 
AOP A B C.W A ABC 38 8 G.P 8 H ~ 
O HE HR BCO CA” A'B" ERBES 9H D'E F ,以 G 为 
位 似 中 心 ,一 去 为 位 似 比 作 位 似 变换 .将 ABCA" B" CS 


AB 的 中 点 分 别 


DLBC. 


W D'E F A3 O 在 BC" CA" A'B” LIB, hE D'. 
点 共 线 的 充 要 条 件 是 O 在 人 ABC WIMBI E X AA”B'C H IHE 2R. 
0 在 此 岗 上 的 充 要 条 件 是 OH 二 2R. 

例 2 在 锐角 合 ABC 中 ,外 心 ,重心 到 同一 边 的 距离 分 别 为 di 、d;, 则 重心 到 这 边 的 
号 离 为 多 少 ? 

W 如 O.G 分 别 为 锐角 人 ABC 的 外 心 、 重 心 ,BC 边 上 
BANAH ,连结 0G LK € AH, FHE CH 并 延长 交 AB 
O SE OO, LBC + O, .OO; LAB T O; š$ G fE GG, LBC 
结 O, O: . MJ f 


plac OO OGL ` DGN, 
O00AFACAC 7 AG Z'O MAH. f 
223 
mae - GO. L000: = HAC, 所 以 AOOOwAACH。 


得 COOD= ZAHC=ZH:HH, ZH, HH: +3 


- L0,00; + ZB=180". 
aZ =p ¿K m9S-06.. 
BUL BH:C= 50", BD H 398.0 AMG T 


20. _ H, H4200, 
rA 


EWE OOH, H pa cG 一 HLH 


所 以 HH, 一 3GG 一 200, =3d, —2d:. 

说 明 KROGHZAËR EKR. 

例 3 如 图 2-24. 人 ABC HZA 的 尘 分 线 与 人 ABC 的 外 接 圆 相 交 于 DD,1 是 AABC 
的 内 心 .M 是 边 BC 的 中 点 ,已 是 工 关 于 M 的 对 称 点 ( 设 P 点 在 圆 内 ) ,延长 DP 与 外 接 加 


54 


相交 于 点 N. 试 证 :在 AN.BN.CN 三 
条 线段 之 和 . 

证 明 设立 ABC 的 边 分 别 为 a 、 
LPBC=y, LPNB=a. 
B+tyt LNBA—28+7+ ZACN 


和 
en 28+ sy—0) 


WERE, HPN- 


X PB= 


MnZ BEPC PCs aZ BPE” 


Ak sinpsin(28+3y—0) = sinysin( 3+0) + 
即 cos(33+3y—0)— cosl 8+3y—0) = cosl 3+ y +0) — cost A—y +0). 移 项 ,再 和 差 


2y)sin(8+ y—0) = sint A+ ysin 2y—0) , 


即 
化 得 ”xin(2a 十 六 一 xina 一 sin(27 一 9). 
由 正弦 定理 ,上 式 即 NC 一 NB= NAB NC~ NA 十 NB, 证 毕 . 
例 4 人 ABC 的 边 ABc,BC=a.CA 一 5b, 内心 是 1 外 接 加 半径 为 RR, 内 切 因 半径 为 
TLA LB. LE 的 平分 线 分 别 交 BC .CA .4B 于 DD .EF. 则 边 角 关系 有 如 下 性 质 : 
¿(pa A: S TB 


l2acos(a—0) = cosasin(2y—0), 


ID 


(3)r=4Rsin Asin Bsin 


2 
证 明 KiE). m 2 


fF IMLAB M.W IM=lAsin $. q 


M 
KJ ye 
由 二 角形 面积 公式 及 正 癌 定理 .得 序 r(a 十 4 十 c) 一 2K:sin4sinBsinC， 
B c 
H a+ h-e=2R(sinA + sinB+ sinC) = 8Rcos cos P cos EBEA r 加 
网 2-25 


=4Rsin Asin Bsin E, 


ai i i 


ID __BC 
tfi yta tat RB], = BAT BATAC 
所 以 1D= aE Rein Bsn S- 
cos 

同 理 IE 后 8* 即 结论 (2 成立. 


z 

说 明 利用 上 述 结论 可 证 明 下 题 : 

在 和 ABC P. ZC 的 平分 线 交 边 AB 及 和 ABC SHE D.K.I 是 AABC 的 内 心 ， 
求证 + 


lc ID 


1C IC IC _ 
ID IK'ID A 


LW OB: Ñ 
BD T E 
Ic ID Ic 
ID DK ID 


一 1, 即 等 式 成 立 . 


例 5 如 图 2-26. 信 ABC 的 三 个 厦 点 A、B、C 分 别 在 
AABC, 的 边 BO, CGA, AB E. 使 得 ZABC = 
ZABC,, ZBCA = LBiCiA1, LCAB = 人 CA1B1. 求证 
人 ABC MAA: B.C, 的 重心 与 AABC 的 外 心 Hit. 

分 析 设 人 ABC 的 为 开 , 由 条 件 可 得 H HAAB: C 
Mho. EAA RC ,使 A、B.C 为 其 各 边 中 点 , 则 知 H 也 为 
AA, BC, 的 外 心 .可 知人 AoBsC。 š AA.B.C, 相似 ,利用 “位 
似 旋转 变换 ", 两 三 角形 的 重心 此 变换 对 应 起 来 , 且 有 
ZH.,H,H=—90°*, 53 AABC HAA BC 的 重心 均 为 G. 利 用 
“位 似 变换 "及 “ 欧 拉 线 " 可 推 知 作 ABC 的 外 心 O 为 HH, 的 中 点 ,从 而 在 RIAH,HH. 
中 ,OH=OH. 

证 明 设 人 ABC 的 重心 是 H, 则 BHC=180"~ ZCAB=180°— ZCA B, H.B, 
AC OE MN. 

W H.C.B,.A WW El: 

H.A.C,.B 也 四 点 共 贺 、 

所 以 ZB HC, = ZB,HA— ZC,HA 

“ABCA+ACBA 
180°— ZA; B,C, — CAB, )+(180°— ZA,C,B,— ZC,AB) 
180°- ZA: BC — ZAC, Bi) +(180*~ ZCAB,— ZC, AB) 
=2ZB ACs 

同 理 /C,HA.=2ZC,B.A, 

所 以 HH 是 人 A1B1C, 的 外 心 - 

分 别 过 人 ABC 的 顶点 作对 边 的 平行 线 得 A。 以 C,, 易 知 H E AA.B.C. 的 外 心 。 

由 A 二 A= 人 A。, 知 4, 在 以 AEH 为 直径 的 加 上 . 

i HH, HAAA BC MAA: B.C, 的 重心 - 

以 及 为 位 似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 A:B.C, 变 到 AA.B,C,, 则 人 HH,H,= 
ZHAA, —90°. 

设 AABC 的 外 心 为 0, 重 心 为 G6. 由 欧 拉线 ,有 G 朋 = 一 2 G0. 

以 全 为 位 似 中 心 ,一 2 为 位 做 比 作 位 似 变 换 , 则 全 ABC EHAA BC. BAGH, = 


-27 防 . 
57 E 


A, HB, =2 ZAC, Bu, 


Am OH; -0OB.B OAH HHA 

Æ RAH H, H P.O 3588 H, H 的 中 点 . 

故 H,O=HO, 

W 人 ABC HAA, BC HECHA i 

例 6 如 图 2-27,O. 了 分 别 为 AABC Broma 
上 的 高 ,1 在 线段 OP 上 ,AB 取 AC, 求 证 : 八 ABC 的 外 接 图 半径 等 于 
BC 边 上 的 旁 切 圆 半径 . 

分 析 OABC 的 BC 边 上 的 旁 切 加 是 与 边 AB、AC 的 延长 线 以 及 
边 BC 都 相 切 的 圆 . 


证 法 1 如 图 2-28 所 示 , 记 4B=c,BC=a,CA 一 5, 设 Al 的 延长 4 


线 交 AABC HIEI O FK 点 , 则 OK GO 的 半径 , 记 为 R. 因为 
OK LBC, 所 以 OK // AD. 
.| sinB 
IR OKT R 


又 ZABI= Z¿IBC=+ ZB.ZCBK= ZCAK= IAA, 


一 2sinB » sinC, 


LAKB- ZACB= ZC. ZBAK= 12 


$ B 
JAB: BI + sin # 
A 


A N LBK. BI ° wi 
78K BI ° sin 


由 外 .四 得 


所 以 Asin Acos Beos C. 


ç 
设 人 ABC 的 BC 边 上 的 旁 切 贺 半径 为 7.. 则 
1 
be" sinA=Som = rb+e—a), 
p r, =i 


bFe—a 


Re- 


© 


An BoE 
=4Rsin Z cos Z eos £ 


2 
SR. @ 

BI A ABC 的 外 接 圆 半径 等 于 BC 边 上 旁 切 圆 的 半径 . 
评注 上 述 解 答 是 由 命题 组 给 出 ,其 证 法 是 采用 儿 何 与 三 角 恒 等 变换 相 结 合 的 方 
法 ,解答 要 用 三 角 函 数 和 差 化 积 ,显得 复杂 一 些 . 郡 么 不 用 三 角 函 数 和 差 化 积 , 那 还 有 没 
有 较 简 单一 点 的 方法 呢 ? 答案 是 肯定 
证 法 2 如 图 2-29,BC 边 的 旁 切 并 半径 为 R、, 贺 心 为 I,.K 为 AT 
与 外 接 贺 交点 ,显然 .人 .1.K I 共 线 , 且 K 为 点 
Ù. 


YR-0K paR -KI R. _ I, 
WY ROK KARA IA AHT PT" 
所 以 要 证 R=R, E 
因为 AP= IK + KP—=IK+KP.PA=PI+IA, 


KI_IK+KP 
MATAT 


PITITA YKI" Pi=lA + KS f. M229 


B 
pl_BIvsing ; 


在 入 ABC P AE 32 E PB BB EJ. 
评注 不 少 读者 癌 :有 没有 纯 几 何 的 简单 证 法 ? 答案 是 肯定 的 . 
分 析 如 图 2-30. 曾 和 ABC HIRMO EK AI 交 BC 十 了 ,交角 于 K, 则 K 为 


Ch 4, 8 98 OK 1 BC. 


P 


设 Of 是 与 BC 边 相 切 的 全 4BC 6335 JI Bl L WJ OEA 延长 
REB ATJ KORR. 

fE OY L BC 于 Y, 则 OY 2: JBLOO 的 半径 . 

要 证 加 O) 半径 R 等 于 OO 半径 7., 即 要 证 OK 一 OY, 注意 到 OK 
VO'Y, 也 就 是 OK 经 过 平移 可 以 与 YO 重合 - 

其 实 ,这 个 平移 是 由 两 次 位 似 变换 合成 的 :第 -次 OK 经 过 以 1 


为 位 似 已 ,代为 位 似 比 的 位 似 变 换 变 为 DA ;第 一 次 DA 经 过 以 ] 为 


Ete JO aem 比 的 位 似 变换 变 为 YD'. 要 证 这 两 次 位 似 变换 的 图 2.30 
复合 作用 是 个 平移 ,只 须 证 两 个 位 似 比 的 龙 积 是 1 就 可 以 了 . 


a E gm!A. JA ER E Las 

RRENA JZ kenia A ga, mmen A - JA, am 
A 2 JA TAJA o 
TA TIK JAFO PAK TAO YT 


这 样 PRA TIA AZE BR M ELAN o AH ( GEPA BOEL» F m BD ET RELER hE W ha. 
证 法 3 如 图 2-31, 因 为 4D.OK O'Y BRHF BC, 
所 以 ADNWOKWO'Y， 
因此 AAIDVAKIO, 


are—b 


BE= 后 和 .BF 


$. 


BD=: * cosB. 


由 人 B= ZATC.f8 ⁄ BAD= TAC， 
所 以 ZDAI= ZOQAI. 

利用 人 ADO 中 .AL 平分 人 DAO 可 得 
AD_DI_ DE 


AO 10 EF 


EAABC 面积 为 S, 则 AD— ESRAR 


natet sB BS 
be 
所 以 Cp a)Rrp(r 为 人 ABC 内 切 国 半 径 )- @ 


另外 ,由 图 2-32 得 
WAAIT, VAAOT, 得 


AAT, =p—4. AT; 


所 以 


P 


即 (Qa 


=>. @ 
LRO ,@ 名 可 得 证 R— r. 
评注 ”回顾 证 法 三 的 这 程 ,整个 证 明 包括 珊 大 部 分 : 

(DAABC 中 ,为 内 心 ,O' 为 与 BC š h k) h $ + 8 Ë < , AO 交 


EEE R 3 Az 网 2-32 
BC + J .*@O + K . R 30 


这 是 对 任意 八 ABC 都 成 立 的 一 般 


AABC 的 外 心 D. 内 心 工 与 离 AD D 的 委 足 共 纹 时 。 AADIOAKOT, 因 此 ， 
li 


AD_AT AD _AL 
KAU KADFR AK 


议 是 只 有 0O,1.D 共 线 时 且 O 〇 不 在 AD 上 时 才 生 出 的 特殊 性 项, 容 4 
吻 看 出 ,如 果品 在 AD 上 时 ,将 有 AB 一 AC. 这 时 ,人 AD1 5 AKOI it A 
a 


化 为 线段 ,其 确定 的 比例 关系 也 会 消失 . 如 图 2-33.AB=AC.A.O.1. 
DORR YMA RZr.. 
因此 问题 可 一 般 叙 述 为 


"O. 98 B AABC 的 外 心 和 内 心 ,AD 是 BC 边 上 的 高,1 在 线段 Ba 
OD 上 ,如 果 AB 大 AC, 则 人 ABC 的 外 接 国 半径 等 于 BC at k # 1 i (| 


半径 ,” 

其 逆 命 题 可 如 下 表述 : 

*AABC 中 ,AB 基 AC,O 是 外 心 ,[ 是 内 心 ,4D 是 BC 边 上 的 高. 
如 果 AAHC 的 外 接 四 半径 等 于 BC 边 上 旁 切 加 半径 , 则 ! 在 线段 OD 
Fë 

其 证 明 思 路 如 下 : 

因为 AB 天 AC, 所 以 外 心 O 不 在 高 AD 上 (如 图 2-34). 

连接 OD 交 AO' 于 厂 , 则 由 AADIeAKOIAADJcAOTJ 


网 2-33 


w. Ar A 
BDA +TR AJ FIO" 
u 9 Ne 
若 1 是 人 ABC 的 内 心 . 则 A.1.J.K.O' 共 线 .根据 前 述 入 ABC 的 - | 
AI AJ b 4 
READ Aik 一 总 o i 


HRD. DH A= Al. 

所 以 了 与 了 重合 , 即 D、1.O 基线 

例 7 在 直角 三 角形 ABC 中 ,AD EEY BC 上 的 高 ,连接 人 ABD 
的 直线 分 别 交 AB AC F K 、L, 人 ABC 和 AAKL 的 面积 分 别 记 为 S MT. 

证 有明” 如 图 2-35, 将 人 ABD MAACD 的 内 心 分 别 记 为 M、N, 由 g 
“人 ABDc2ACAD, 故 有 对 应 线段 之 比 等 于 相似 比 . 即 

DM : DN=BD : AD. 


R. ZMDN= ZBAC=90°, ` x 
故 有 AABDSANMD, 
从 而 对 应 边 的 交角 相等 , 即 ZIN s 
ZLKA=ZBDM=45", i 
这 表明 ,AAALK 是 等 腰 直 角 三 角形 . 图 2-35 
又 因为 AALK52AAMD， 
所 以 AK=AD=AL. 
于 是 得 面积 

AB: 


2T=AK - AL=AD= BAC 


评注 本 例 是 一 道 平面 几何 内 心 的 问题 ,如 果 把 AAABD.AACD 的 为 心 M.N f £ 
成 其 斋 心 ,就 演变 成 为 下 面 的 问题 . 其 证 明 的 关键 是 利用 重心 . 

WEA ”如 图 2-36, 在 RiAABC 中 ,AD 是 斜 边 BC 上 的 高 ,人 ABD 中 AB iB 093 
心 为 M,AACD 的 旁 心 为 N, 直线 MN 分 别 交 BA. CA WEKRE K.L, AABC. 
AAKL HH Ur lie 9 S.T.RiE,S>2T. 

证 明 ”如 图 2.36. 添 加 辖 助 线 , 因 M.N 分 别 为 AABD.AACD hiù A BH. 
CH 分 划 为 <ABC、 人 ACB 的 外 角 平 分 线 ,H 为 人 ABC HR 

由 ZBAD = LACD 得 ZBAE = ZACF. ik Z BAM = ZACN, M Ñi ZMAD = 
ZPCD.A.P.C.D MAHB. ZAPC=180'— ZADC—S0*.AP L PC BI MP | NH. 


AB:AC=S 


同 理 可 证 NQ MH, Bit A 为 AMNH 的 垂 心 , HA L 
MN, 即 HA LLK, X ZLAG— /CAH. RU ZLAG= ZKAG 
=45°, 进而 人 ALK = 45°, AK 一 AL, 另 一 方面 AALN 2 


AADN. 有 AL-AD.S 


AC >l lB S>2T. 

ACB=30°, LABC=50°, 

20". 求 人 MBC 的 度数 
解 在 CM 的 延长 线 上 取 一 点 EE, 使 ZEBC=60, 在 BE 的 

延长 线 上 取 一 点 中 ,使 DCB DA、DM、DC.EA. 易 知 

CALDB,BALDC, 即 A 为 ABCD 的 重心 ,可 知人 LADB= 30". 
在 ACDE tP, 5 BZ ECD = 20°. Z BDC=80°, 7J $ Z DEC 

—so'— ZEDC. X EC— DC. H AC 为 人 DCE 的 平分 线 , 即 AC 


为 DE 的 中 垂 线 ,从 而 AD= AE, ZAED = 30', ZAEM = 50°, X ZAME = ZMAC+ 
1 


MCA=50", 故 AM=A; 


一 AD, 即 4 为 ADEM 的 外 心 ,于 是 人 MDE y ZMAE= 


40°, 
由 入 BDC~80*, 可 知 DM 平分 BDC. 又 CM 平分 /BCD, 知 M 为 ABCD 的 内 心 ， 
MZMBC=4ZDBC-30. 


例 9 设 点 M 是 AABC 的 AB 边 上 的 任 一 内 分 别 是 AAMC、ABMC、 
AABC 的 内 切 圆 半径 ;9 q: ,9 分 别 是 这 些 三 角形 在 CACM、LBCM、LACB 内 的 旁 切 


MBE. E-E 
证 明 设 LCAB~a, 人 ABC-B, 人 BCA=y, 人 AMC=8; 


X 8 AABC 的 内 切 圆 的 圆心 为 R. 且 与 AB HF PONE 2-38), FE 


LAPR= ZBPR=Z3， 


£ 从 而 有 
AB=reot 鲁 +reot 生 =r(cot 2 —eor £). © 


中 于 三 角形 的 角 的 内 、 外 角 平 分 线 互相 垂直 ,因而 类 似 地 有 


AB = qan $ + qun £ = a4 (en 号 +an 量 


ADMDIR 

wofun 
ta at nh, 
1 cat+er d 
类 似 的 结论 对 于 和 AMC FI A BMC 也 成 立 , 故 有 


Boun Stan 全 


q 2u g 

misun fun Ezè=un $ -oo 3. 
KDOR HHHOH 

# 


a 

例 10 1 为 A 人 ABC 内 试 证 :1 A 内 心 的 先 要 条 件 是 A1BC、AICA、 
ALAB 的 外 心 均 在 AABC 的 外 接 国 上 . 

证 明 必要 性 ;( 如 图 2-39) 设 了 为 AABC 内 心 ,AI、BI、CI 的 延 
长 线 分 别 交 AABC 的 外 接 圆 于 A,、B, ,C, ,连接 A, BA: n 


#EAA.BI P, ZA IB= > (ZA+ ZB), ZA BI= ZA BC+ 


n goe. 


è 
cot $= tan $ + tan 


an 
Stan tan $ * tan 


2 


县 = CZA+ZB A B=AI, 


BJ. AA CI PATSA C. 

于 是 AB=Al=AC, 

因此 ,A 是 AIJBC 的 外 心 . M, B.C SW A ICA. ATAB 的 
Ai. AIBC. AICA, AAB 的 外 心 均 在 人 ABC 的 外 接 轩 上 . 

充分 性 :( 如 图 ) 设 了 为 人 ABC 内 一 点 ,AIBC .ATCA ATAB 的 外 心 As .B,.C, 
均 在 人 ABC 的 外 接 贺 上 ,由 A:B=A:C SAC M AA 重合 . AMM, B.B 重合 ， 
C.C 重合 . 

由 A.C 分别 是 A1BC、A1AB 的 外 心 , 知 A.C, 重 直 平分 线段 BI. WJ A (A,).C, 
《C:) 分 别 是 ABC ATAR hhb A AC ë A FE BU. 由 此 可 知 了 和 1 重合 ， 
BJ P 383 A ABC 内 心 . 

评注 由 上 述 证 明 可 得 如 下 结 

设 了 了 为 AABC 内 一 点 ,车 ABC.AIFCA、AIAB 中 有 两 个 三 角形 外 心 在 AABC 


Re 


的 外 接 较 二 , 则 号 一 三 角形 的 外 心 也 在 AAABC 的 外 接 园 上 . 


XE BIAR 


思考 题 1 如 图 2-40, 已 知人 ABC 内 .点 己 , 设 D.F.F 分 别 为 4 

sP fkih BC.CA.AB 上 的 投影 ,假设 AP: + PD = BP: + PE: = 
É ABC 00243 3PMDS T, I.e. RE: P 是 x € 

EM 由 已 知 条 件 可 得 BF -CE = (BP — PF 一 CCP" — s j 
PE) = (BP: 图 2-40 

所 以 BF=CE, 设 

同 理 可 设 y 一 CD 一 

车 D.E\ 上 中 有 一 个 点 在 三 边 的 延长 线 上 ,如 点 局 在 BC 的 延长 线 上 , 则 有 

AB 十 BC 一 r 十 = 一 AC ,矛盾 . 

所 以 DEF 三 个 点 虱 企 AABC 的 三 边 上 . 

设 a=BC.b=CAwc=AB,p=1(afbteo. 则 r=p-ay=p-b,e=p—e 


因为 BD= p-e. CD= p-b. V D ÆAABC l Z BAC 内 的 旁 切 圆 与 边 BC 的 切 


FBJBB.E.F 分 别 为 ZABC、ZACB 内 的 旁 切 圆 与 边 CA JAB 的 切 点 . 

因为 PD 和 nD HEt T BCR P.D. 三 

WP E MPF EJ 
= ZPhC,BDL Ph = Pl. 

同 理 ,Pl = Pis. 

所 以 PI = Pl = PI BD P RALL ole 的 内 心 . 

思考 题 2 如 图 2-41. 已 知人 ABC 的 人 ACB、 BAC、 
ZABE 的 外 角 平 分 线 分 别 为 A1C、BiA.CiB. 点 A.B.C 在 AiC、 
BACB 土 的 投影 分 曾 为 41、B .Ci. 若 了 是 A4,BIC 外 接 阅 图 2-41 
的 直径 ,r 和 p 分 别 为 人 ABC 的 内 切 圈 半 径 和 半 周 长 , 


证 明 设 入 4BC 三 边 中 点 分 别 为 A 、B,、C. 则 BC 
ZBA:C = ZB. 


C, FARR. 


又 人 B.A:C= 人 LB, 所 以 ,B 共 
边 A; B. 相 切 于 点 了 ,出 


HAA: B,C; WAYAL 


. 1 a 
TESTA | A;C=+(p a)+Š 


故 I AAB, C, WQ TA = IB, = IC Amd Erp. 


Rba. 


l. 如 图 2-42,1 £ AABC 的 内 心中 关于 边 BC .CA、AB 的 对 称 点 分 别 为 A'、B” 
证 明 : 着 人 人 AAB'C' 的 外 接 加 过 点 B, 则 ABC60" 
部 图 2-43, 已 知 锐角 人 ABC HAHO : 
KM 是 AD 的 中 点 ,如 果 N 是 日 1 与 KM 的 交点 ,求证 
AN. 


BC HFA K,AD 是 八 ABC 的 
与 ABCN 的 外 接 图 相 切 于 


N 


M 2-42 M23 GERTI 

3. wR 2-41, Æ AABC 的 内 部 有 四 个 半径 相等 的 OK,、OK;、OK;、OKi, 其 中 

@K..@K:.@K, 均 与 AABC # f £ ik ipin, B 5 GK. 外 切 . 试 证 :AABC 的 内 心 ,外 
SEK 在 一 条 直线 上 . 

4. 在 人 ABC 的 外 接 图 上 ,有 CC 

CE AB. DE 38i 2 CBCA 

ML M.N. ODOMAABCHAARF 


Pe 


ABH pAn hD EF p AG BBEA, 
H.DF 分 别 交 BC .BA T Š 1.J.GH flj 的 中 点 分 
DMN 的 三 个 内 角 ;(2) 若 O B ADMN 的 外 心 , 己 


是 AD 与 EF 的 交点 ,求证 + 

5. 在 具有 单位 面积 的 等 边 人 ABC 
均等 于 60". (1) R A PQR 的 最 大 面积 ;(2) 求 顶点 
角形 的 最 大 面积 

6 FE 形 ABC 中 ,BC=AC,O 是 它 的 外 心 ,1 是 它 的 内 心 .点 中 在 BC 边 上 ， 
E OD | BIT. 求 证 :ID/AC. 

7. M,N 分 别 是 人 ABC 的 边 AC、BC 上 K 是 线段 MN 的 中 点 ,人 CAN 和 
ABCM 的 外 接 国 的 第 二 个 交点 为 D. 试 证 :CD 经 过 八 ABC 的 外 心 的 充 要 条 件 是 A 的 
Peteita K. 

8. 如 图 2-45,1 是 人 ABC 的 内 心 , 且 名 1 与 AB、BC 分 别 切 于 点 € 
XY. XIŞ5OIZŞ# T.X'£ AB 的 交点 .了 在 组 段 X'C 
EE X'L=CT. Kik, YARS ALY 三 点 共 线 时 AB=AC. 

9. 已 如 AABC HAMMOL 与 过 AB、AC AHUT EPQ 
BICI ABX PQ + K .人 .求证 :AIJLK 的 外 接 图 与 AABC 的 内 切 Pf 
贺 相 切 的 充 要 条 件 是 AB + AC=3BC. M:s 

10. 已 知 平面 上 三 定点 A.B.C、 点 卫 满 足 A ,BC.D 共 国 . 
lal le.L, 分 别 是 点 A.B.C.D Z + ABCD.AACD.A.AABD.AABC 的 西 姆 松 线 , 当 
点 口 移 动 时 , 求 直线 Ia ,Jun sje、Jn 的 交点 


AAPB.ABQC.ACRA,# ñ ZP.ZQ.ZR 
R AAPB.ABQC.ACRA 的 内 心 的 三 


第 1 讲 MARRA 


de 知 疯 点 金 


圆 宕 定理 是 指 国 中 一 些 线段 的 比例 性 质 , 即 加 中 的 比例 线段 定理 ,如 相交 弦 定 理 , 切 
制 线 定理 等 ,这 些 是 平面 几何 中 研究 有 关 辆 的 性 质 的 一 组 很 重要 的 定理 . 

首先 我 们 有 军 的 定义 :从 一 点 A 作 一 圆周 的 任 一 市 线 ,从 A 起 到 和 圆周 相交 为 止 的 
两 线段 之 积 , 称 为 点 对 于 这 图 周 的 室 . 
点 的 宕 等 于 从 A 点 所 引 国 周 切 线 的 平方 ,由 相交 强 定理 及 割 线 定 
值 ;车 这 点 在 国内, 则 这 点 的 圭 等 于 以 该 点 为 中 点 的 弦 的 半 弦 长 的 
点 在 圆周 上 , 则 这 点 的 寡 等 于 0. 

林 礁 证 明 , 宕 有 下 列 三 个 性 

上 1) 两 圆周 相交 ,交点 处 的 切线 成 直角 , 则 每 一 圆 半径 的 平方 等 于 它 的 圆心 对 于 另 一 
圆周 的 寡 . 反 之 亦 然 

《2) 点 A 对 于 以 O) SM 0JMLN00 3. T OA 及 其 半径 的 平方 差 . 

(3) 对 于 商 已 知 国有 等 占 的 点 的 轨 连 ,是 一 条 垂直 十 连 心 线 的 直线 . 

如 图 3-1, 设 点 M 到 加 O MOO HRH 
ME — R. 


ÅS 


所 以 ,日 点 是 一 定点 ,过 H BERDEEN SEAE 这 
条 直线 称 为 两 图 的 根 轴 或 等 到 轴 . 

由 此 可 以 看 出 

外 著 册 加 同心 , 则 O, O, 一 0, 所 以 ,同心 蒿 的 根 轴 不 存在 ; 

OK R: =. Bl O, 缩 成 -点 小 .这 时 M 点 对 圆 O, frj ap B) 3: M: ,上面 的 论述 均 成 
立 . 这 时 ,直线 (轨迹 ) 称 为 一 圆 与 一 定点 的 根 轴 . 

根 轴 有 如 下 人 性质 : 

性 质 1 若 两 圆 相交 ,其 根 轴 就 是 公共 兹 所 在 的 真 线 、 

由 于 两 圆 的 交点 对 于 两 圆 的 宪 都 是 0, 所 以 ,它们 位 于 根 轴 上 ,而 根 轴 是 直线 ,所 以 ， 
根 轴 是 两 交点 的 连 线 . 

性 质 2 若 师 圆 相 切 .其 根 轴 就 是 过 两 贺 切 点 的 公 切 线 . 

性 质 3 若 二 个 团 两 两 不 同心 . 则 其 两 两 的 根 轴 相交 于 一 点 ,或 互相 平行 . 

车 这 三 条 根 轴 中 有 两 条 相交 . 则 这 一 交点 对 于 三 个 圆 的 徊 均 相 等 ,所 以 必 在 第 二 条 
根 轴 上 . 这 一 点 , 称 为 二 圆 的 根 心 - 

显然 , 当 三 个 圆 的 圆心 在 一 条 直线 上 时 .三 条 杭 轴 互相 平行 . 

当 三 个 圆 的 圆心 不 共 线 时 , 根 心 存在 . 

性 质 4 若 岗 加 相 离 , 则 岗 圆 的 四 条 公 切 线 的 中 点 在 根 轴 上 


m 


YW 

例 1 如 图 3-2, 在 线段 AB 的 同 -位 作出 三 个 相似 的 APAB, 八 AQB, 人 ABR, 再 关 
于 AB 的 垂直 平分 线 对 称 地 作出 三 个 相似 三 角 堪 PAB AQB .ABR', 求 证 :P.Q、R,P'、 
QR' 在 同一 个 加 上 . 


证 明 因为 A 人 PABOAAQB. 所 以 LPBA 一 人 ABQ, 所 以 Q 点 在 PB tui 


AQ_A 
AB ` AR 


a 


a BLS AAQB:o AABR. ff A Z BAQ— RAB. IEVA R Ñf AQ 上 , 且 
R.PB + QB=AB'=AQ AR. 


作 切 线 AT BS 


|S? = AB? .OT— OS.B L AQATSS AOBS. BF VA 
OA=0B, MOO XT AB 的 乘 直 平分 线 对 称 .所 以 P'.Q R BTE 
WO F. 

Wi 回 守 定理 是 证 明 点 共 国 的 一 种 沉 用 方法 - 

例 2 如 图 3-3, 从 半圆 上 的 一 点 C 向 直径 AB RRE || 
EA D.fEGO, WECCD, DB 分 别 于 巨 .F.G. 求 证 :AC=AG. 

证 明 设 半 贺 的 圆心 为 0, 则 O.O, ER. EOF AOF 图 3-2 
CD ,得 OFNAH. 连 EF.AF, h ZFE0 = + ZF0,0= $ ZEOB 

线 . 
90°.CD L AB, ZACF= ZABC= ZAEC.). Al 

Ti AC 是 OCEF 的 切线 , 故 x 
OO WE AG UH A 

例 3 如 图 3-4, 设 AABC 
R DE/ BC, 分 别 以 BE、CD 为 直径 作 @OI 
根 轴 重 为 人 ABC 的 过 点 A 的 高 所 在 的 直 

证 明 设 两 加 的 圆心 为 0.O,, 连 OC 
BCED 两 条 对 角 线 的 
BC É Ut. 

设 人 ABC 的 三 杀 高 为 AL .BM.CN.3 3 H.W M # GO, 
EN OO: L.H B.C.M.N 共 圆 ,直径 为 BC. 将 这 圆 称 为 9O,。 
在 同一 条 直线 上 ,所 以 三 条 根 轴 必 相交 于 同 . 
O, 的 公共 络 是 BM, 所 以 BM 是 根 轴 . 同 理 ,CN 是 根 轴 . 因为 BM 和 
- H.P GO, MOO: (Ra kit. H AEAF BC 的 直线 , 即 高 AL 


FOO 是 梯形 
点 , 则 O,O; / BC. OO, MOO: 的 根 轴 与 


所 在 的 直线 . 

从 上 述 的 证 明 中 可 以 看 出 于 是 @ O0 的 根 心 ,其 中 对 ©O, MOO, 有 DE 
WBC WRH. OO: 又 基 以 BC 为 直径 的 图 ,其实 这 些 条 件 都 可 以 去 掉 . 

例 4 mig3-5.GO, SOO 相 离 . 引 它们 的 一 条 外 公 切 线 切 ©O, 于 4, 切 OO, 于 
,又 引 它 们 的 -条 内 公 切 线 切 @O, 于 有, 切 @O: 于 D. 求证 :直线 AB 和 CD 的 交点 在 
两 圆 的 连 心 线 上 

证 明 设 直线 AB 和 CD 的 交点 为 K .直线 AC 与 BD 的 交点 为 E, 连 OF.OE, 则 
AB LO ECD LOE. 


Fo 


由 OE 平分 ZAEB,O,E 平 分 ACED. 知 OE1O.E. 由 此 推 ¿£ ç 
知 ABLCD, 即 是 分 别 以 AC R BD JARHAT, A T NS Z 
交点 ,从 而 KEAN MAT GRAE. NO 

连 OA,OB, 又 由 OALAC, 知 OA ËI P, 的 切线 ;O, X: 

T WER OA 
同 理 ,O,B RAT 的 切线 .O 关于 p. 09 38 E OB. 由 于 
OA4=O 订 ,所 以 O Bë X: BI P. AT 的 等 

同样 ,O: R: X: T. Bl P, WAT: HEREA. 所 以 O,O, EAN 和 六 的 根 负 . 于 是 ,K 在 
连 心 线 OO k. 

例 5 如 图 3-6, 在 八 ABC 的 边 BC EER A ARB A'B 
KHERA AB + M 点 ,线段 A'C 的 中 重 线 交 边 AC 于 NN 点 , 求 
证 :点 A' 关 于 直线 MN 的 对 称 点 在 八 ABC 的 外 接 团 上 . 

证 明 AHRC 的 平行 线 ,并 与 AM 的 适 长 线 交 于 B° 
A'N 的 延长 线 交 于 C', 令 八 ABC IHE 3 S 


于 


mas 


为 S 
为 AMBA' 和 ANA'C 都 是 等 腰 三 角形 ,B'C / BC, 所 以 在 
AMAB 和 ANAC' 中 ， M36 
ZMBA' = ZMA'B= ZMBB'A = ZMAB'. 


ZNA'C= ZNCA'= ZNAC = ZNC'A., 

所 以 AMAB' 和 ANAC’ 是 等 腰 三 角形 , 且 AB = A'B',AC=A'C' ,所 以 AABCS2 
AABC 

因为 AM BM=A M * BP'M. 

所 以 M.N E S RIS EER 
等 加 ,所 以 MN 是 S 和 S' 的 对 称 铀 . 
上 ,所 以 A' 关 于 MN BURAN S t. 

例 6 如 图 3 7. AABC 中 ,O 为 外 心 .三 条 高 AD.BE.CF 
相交 于 点 已 , 直 D AB 交 于 点 M,FD 和 AC Z T Š N.R r. 
证 :CDOBL DF,OCLDE: (DOH | MN 

证 明 《1) 过 B 作 AABC 的 外 接 国 的 切线 BT, 则 由 A.F. 
D.C NAJA, LZ TBA = ZACB= 人 BFD, 有 DF/ BT. 而 f” 
OB 1 BT. OB _ DF. M OC | DE. 

《2) 取 OH 的 中 点 V, 下 证 V 为 ADEF 的 外 心 . 设 A.B C 
分 别 为 BC .CA AB 的 中 点 .由 A.B.D.E 四 点 共 因 . 有 LBED 一 人 BAD=90" 一 人 B. 同 


i 


Ne CN. 
线 MN RS 和 S 的 根 轴 . 因为 S 和 S 是 


J, Z BEF= ZBCF=—90°— ¿Z B. Ai Z DEF=— Z BED+ 一 BEF 一 180' 一 2 一 B. 

又 因为 4 为 RtABFC WHH BC RHA m ZFA'B—2ZFCB=180°-.2ZB.X 
TM FADE 四 点 共 圆 . 

FJE.D.F.B'.F R C'.F.D.E 分 别 四 点 共 圆 ,出 此 即 知 A” .B'.C'.D.E.F 六 点 其 


又 因为 OA L BC,DH | BC,V 为 OH 的 中 点 , 即 知 V 在 A'D 的 重 直 平分 线 上 ， 

同 理 ,V 在 有 上 ,PFC 的 重 直 平分 线 上 , 故 了 是 和 DEF 的 外 接 图 的 圆心 . 

青 出 D.E.A.B B D.F.A.C 分别 四 点 共 轩 .有 AD - ME=MB + MA,ND + NF= 

C+ NA. 由 此 即 知 M.N 对 AABC 的 外 接 圆 与 人 DEF 的 外 接 圆 的 短 相 等 .从 而 M.N 

在 这 两 个 外 接 圆 的 根 办, 即 有 MN LOV, 故 MN LOH, 

例 7 如 图 3-8, 已 知 两 个 半径 不 相等 的 @ON 上 
M.N RA, ROO 00: 分 别 与 BO IJ + ST 两 点 
MN 的 充 屡 条 件 是 1ER. 


TROON 
KRR = 


Q. TUARA. 
所 以 LTSQ 


因为 0S1sSQ,OTLTQ. 

所 以 ZOSQ= ZOT 

所 以 OM.TQ.S K. 

延长 TN 2@O FS, X OMTQS 所 确定 的 四 于 S: ,如 图 3-9. 则 SN。NT=PN + 
KN.S,N + NT— MN + QN. 

因为 ~OMN 一 90", 所 以 OMLKP. 从 而 有 MK = MP. 2h T QP + QK =QS' —QN 


eË 


WE 
“QM, 所 以 QP + (QM+MP)=(PQ+PN) - QM. HVI QP - MP 
=PN* QM. ECON- PN)(MN+PN)=PN(QN+MN) B9 
QN + MN= PN - MN+ PN + MN + PN? = PN(MN + NP) 
LPN + MN=PN(MK+MN)= PN— KN. 
BUSH S,N NT NT. 所 以 
fi S Je r 8 B i @O 的 交点 ,所 以 S. 
RER. 


XÉ BBE Rh 


思考 题 1 如 图 3-10, 某 国 分 别 与 西 四 边 形 ABCD H AB, 
BC 两 边 相 切 于 G、 甩 两 点 ,与 对 角 线 AC 相交 于 EE、F 两 点 . BJ 
ABCD 应 注 是 怎样 的 充 要 条 件 ,使 得 存在 另 一 加 过 .上 两 点 
且 分 别 与 DA、DC 的 延长 线 相 切 ? 证 明 你 的 结论 ， 

分 析 所 求 的 充 要 条 件 是 4AB+AD=CB+CD. 

加 分 别 与 DA 的 延长 线 Mi 

和 DC 的 延长 线 相 切 于 ) 和 K 两 点 .注意 到 点 A RFA 
AF 一 A 亚 ,同样 有 KWH AB+ AD= BG+GA+AD= BG 
BH+ KD= BH+ KC+CD= BH+ HC+CD= BC+ CD. 
: 设 凸 四 边 形 ABCD 满足 条 件 AB i AD=CB+CD. 
# DA 的 延长 线 和 DC 的 延长 线 上 分 别 取 了 点 和 K 点 .使 AJ = AG.CK 

A+AD=AG+AD=AB+AD~ BG=CB+CD— BH=CH+CD=DK. 


KK 二 CH, 则 入 点 和 CC 点 关于 原 有 加 的 等 分 别 等 于 这 黄 点 关于 所 作 赔 的 
有 因 相 交 于 下 和 下 两 点 , 且 AC 是 这 两 园 的 根 轴 ,所 以 EF 是 这 两 圆 的 
AFIR. 多 此 , 便 证 明了 所 作 的 与 DA 延长 线 和 DC 延长 线 相 切 的 交通 过 EF 两 点 . 


同步 检测 


l. b ERIE £ X 3 5 5 31 
角 线 ACHXATE,F 两 : 


£ % ABCD ti AB BC 两 边 相 切 于 GH 两 点 ,与 对 
ABCD 点 满足 怎样 的 充 要 条 件 , 使 各 存在 号 一 测 过 区 .FF 两 


z 


点 , 且 分 别 与 DA、DC HEKE? 

2. 如 图 3-12,1 R AABC 的 内 心 ,过 工作 AL HER, AIXA ABAC + P.Q. R 
证 :分 别 与 AB 及 AC EJ + P R Q th E L % 5 AABC 的 外 接 贺 0 相 切 . 

3. 如 图 3-13, 己 知 两 个 半径 不 相等 的 图 加 Di 5 GO, 相交 于 M.N 两 点 , 且 @O,、 
OO: 分 别 与 @O 内 切 于 SI 两 点 .求证 :OM | MN 的 充 要 条 件 是 SN 了 三 点 共 线 ,， 


LESY 图 3-12 ms 

4. wB 3-14,D,E E AABC F ABAC 上 的 点 ,求证 ;以 BE 和 CD 为 直径 的 两 并 
tt) 8 $ë 2: ñ t AABC 的 重心 H. 

5. 如 图 3-15,@DO 过 AABC HWA A.C. B 4 AB.BC 2 + K.N(K 与 N 不 同 )。 
A ABC 的 外 接 园 和 人 入 BKN hik W tü % + B fc M. # š , Z BMO= 90”. 

6 如 图 3-16, 四 边 形 ABCD ñ i +Ë, Xt AB 5 DC 的 延长 线 交 于 点 已 ,AD 与 
BC 的 延长 线 交 于 点 Q, B Q 作 该 辕 的 两 条 切线 QE 和 QF, 切 点 分 别 为 EF.F, 则 PEF 
ZARR. 
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第 2 讲 九 点 圆 定理 


de 知识 点 全 


九 点 圈定 理 = 
的 中 点 ,这 九 点 共 贺 . 

定理 {网 拉 圆 ) 已 知 如 图 3-17, 在 AABC 中 ,H R 3k. b.L M.N 分 别 为 BC .CA、 
AB 的 中 点 ,D.、E、F 分 别 为 二 高 之 重 足 .P.Q.R 分 别 是 AH BH CH MPA RE: L, 
M.N.D.E.F.P.Q.R 九 点 共 圆 . 

证 明 iË LP.MQ.NR.LR.RP.LM.MP.LQ.QP.LN. 
NP, 则 

NP/BE/LR.L 

LN/ RP //AC.MI.// PQ// AB. 

又 AC,CF LAB. VA LQ L PQ.LM | PM, LN L 
NP,.LRI RP. RVA L.M, N, P,Q. R 六 点 共 国 ,并 且 PL. 
QM.RN 都 是 直径 . ma 

由 于 ZLDP~ ZMEQ= ZNFR= 90", 所 以 D.E.F 亦 在 
此 加 上。 

所 以 ,MWN.P.Q.R、.D.E\F JUAJI. 

这 九 点 所 共 的 贺 称 为 欧 拉 因 或 九 点 圆 . 

XFN 


及 垂 心 与 顶点 的 三 


连接 线段 


二 条 高 的 重 足 、 三 边 的 中 x 


的 圆心 在 三 角形 的 网 拉线 上 ,而 且 它 到 乘 心 和 外 心 的 距离 相等 . 
对 圆 内 接 四 边 形 还 有 更 精彩 的 结果 
对 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 任 三 形 的 九 点 圆 圆 心 都 在 同 

ARAA. 我们 把 过 这 四 个 九 点 圆圈 心 的 辆 叫 作 贺 内 接 四 边 形 ABCD 的 九 点 圆 . 


-P 


WE 


例 1 如 图 3-18, 人 ABC 中 ,O 为 外 条 高 AD.BE.CF 交 于 点 月 ,直线 ED 和 
AB 交 于 点 M.FD 和 AC 交 于 点 N. 求 证 :(1)OB | DF.OC | DE:(2)OH L MN. 

证 明 (1) 设 人 ABC 的 外 接 圆 半径 为 R. 由 相交 弦 定 理 , 有 R° 
—OF'=AF + FB.R* —OD: =BD : DC. 

从 而 OF: —OD' = BD + DC— AF * FB. 

h A.F.D.C 四 点 共 团 ,有 BD + BC— BF + BA, 即 BD + (BD 
十 DC)= BFCBF+FA), 亦 即 BF* — BD: = BD + DC—AF + FB= 
OF'—OD' , 故 OB DF. F| 8,OC L DE. 

(2) fh JU E PE Zt tk Sl OH 的 中 点 V 为 ADEF 的 外 心 , 又 
h D.E.A.B R D.F.A.C 分 别 四 点 共 园 , 有 MD- ME = MB + 
MA.ND ° NF= NC > NA 

由 此 , 即 知 M.N 对 AABC 的 外 接 图 与 ADEF WAHE B 0038 4 JA ñi M.N 在 这 
两 个 外 接 圆 的 根 铀 上 , 即 有 MN LOV, $k MN=0H. 
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@ 2 试 证 :人 ABC 的 重心 H 与 其 外 接 圆 上 的 连 线 被 其 几 点 国平 分 

证 明 如 图 3-19, 过 垂 心 H fE AABC 外 接 圆 的 两 条 强 DE ,FG， Di 
i£ DF.EG. 

设 MWN.S、T 分 别 为 HD、HE、HF、HG 的 中 点 , 则 )) 

ZFDH=— ZSMH.ZEGH= ZNTH. n Wo 

X ZFDH=— LEGH, 则 LSMH= ZNTH. à g 


W M.S.T.N I 5 EB. 
由 DE.FG 的 任意 性 ,得 H S AABCIMER L IE BOE PRE msi 
AA fel B E. FAA HA, HB, HC 的 中 点 , 故 这 个 圆 就 是 
A ABC 的 九 点 圆 , 从 而 命题 效 证 . 
例 3 证 明 : 圆 的 直径 两 端点 对 人 ABC 的 西 姆 松 线 垂直 相交 , 且 相交 于 此 三 角形 的 
AANE. 
证 明 设 POP 是 人 ABC 的 外 接 圆 (圆心 为 O 60 HRF 己 点 的 西 姆 松 线 为 4. 


关于 已 点 的 西 姆 松 线 为 4; ,因为 上 与 l 的 交角 可 以 二 FP" 度量, 从 而 L 5 b 的 交角 为 直 


角 . 设 日 为 AABC 的 垂 心 , 则 4 和 分 别 经 过 PH.P'H 的 中 点 QQ ,而 Q 和 Q' 在 
AABC 的 九 点 圆 上 ,月 点 是 三 角形 的 九 点 加 和 外 接 圆 的 外 位 似 中 心 ,线段 QQ' 是 线段 


o 


PP“ 的 位 似 图 形 ,从 而 QQ ' 是 九 点 图 的 直径 , 故 5 和 4: 的 交点 在 人 ABC 的 九 点 圆 上 . 


证 明 2 1.O.H.V 分 别 为 A 人 ABC 的 内 心 . 外 心 . 季 心 及 妃 点 圆 圆 心 ,R.r、o 分 别 为 
AABC INRE WIE AA EE «Ta os 分 别 为 在 BC 边 外 侧 相 切 的 旁 切 加 圆心 和 
六 径 , 则 由 心 距 公式 ,有 

OF = R: 

注意 到 VV 为 OH 的 中 点 ,由 斯 特 瓦尔 特定 理 的 推论 ( 即 三 角形 中 线 长 公式 ), 有 VI* 
+R B VI 一目 R 一 r. 故 九 点 加 与 内 切 


=YP HI) -VH:= TR -Rr+tr = 
圆 相 内 切 . 
OB =R +2Ro VIERE IB VI = ER MOSS ks 


切 圆 相 外 切 . 
同 理 , 可 证 九 点 圆 与 其 他 两 个 旁 切 贺 相 外 切 . 
例 5 如 图 3-20, 锐 角 AABC 中 , 角 A 的 等 分 线 与 三 角形 的 


JERN RE: (DAAB, C 
的 面积 是 六 边 形 AC BA CR, 面积 的 二 倍 ;(2)AA,BuC, 的 面积 
至 少 是 AABC 面积 的 四 倍 . 3 
证 明 《1) 令 全 4BC HACH IU = AA, NBB: NCC) WM 1 
RILAA BCs 的 重心 (内 、 外 角 平 分 线 互相 垂直 ), 显然 ,ABC M 3-20 
SAAANA A, BC AAH AT BICI 的 中 点 ,于 是 得 


Sasa =2San a ,从 而 Ssasa me “2Snasa, m. 


(2) 由 (1), 有 


9, 
故 只 要 证 上 一 


记 人 BAC=20,LABC=28, 人 BCA=2y, 则 


1 5 
Sanm _ 7AB * A.C + sin(180°— 2a) 


2a sim, 


一 sina * sil 


Sia Jas + AC sina Sin2y* sin28+ sina sin28 + sin2y" 


r 


Samea g S 


CEEL sm 


Sho Sina + sin2y` 


7 Sinta 
` sha sinB siny 
N Sin Za S28 sim 2y 


s= ae + sost e) 


$ (cosa * cosg + cosy) È 
ioH 3 z 


例 6 如 图 3.21,AA,A:A, REFRE fi É CHWINA a saa EP a, 
是 和 ,的 对 边 (i=1.2,3),M, 是 边 a, 的 中 点 . AAAA 的 内 切 国 ©@I 切 边 a, F T, 点 ,S， 
RT XT ZA 角 平 分 线 的 对 称 点 (1 二 1,2,3). 求证 :MiS, M:S: ,M;S, 

证 明 ”由 题 设 . 知 MiM;//A:A, :下面 证 S, S: ZA;A.. 

H T, MST 和 T, 分 别 关于 直线 AT 对 称 , 有 不 了 ,一 

Hæ TT = 

BATS 
SiS;, 从 而 S.S, / 

MA, S:S, VAA: SiS / A Ar. 

K M.M: // A,A, .M.M, Z A+A: „MM, //A, Ar FEAM, M:M, MAS, S:S, 的 对 应 
边 岗 两 平行 , 故 这 两 个 王 角形 或 全 等 或 位 似 . 

tt FAS,S;S, 内 接 于 人 ABC 的 内 切 圆 . 而 入 MiM;M, 内 接 于 人 ABC 的 九 点 贺 , 且 
AAAA, 不 为 正三 角形 , 故 其 肉 切 加 与 九 点 加 不 重合 ,所 以 人 SiS:S, S AM M.M, 位 
似 , 这 就 证 明了 M, hS: M: S: 共 点 (于 位 似 中 心 ) 

例 7 已 知 过 锐角 和 ABC 顶点 A .B.C ARINEN D.E.F,AB>AC, 直 线 


R.M.Q.P 共 国 ， 
如 图 3-22. 连 结 E,D. 6⁄2 1 PEC= Z DEC. Z DEB= Z FEB. 


有 
PC. PE PB 
CD ED BD: 
连结 M.E. Z EMC=180°— 2 ⁄ZACB, 网 3-22 


ZEDP=—180'— ZACB— ZCED, 
故 ZMED= ZACB— ZCED= ZEPC. 

所 以 ,AMDEcAMEP. 

从 而 有 ME 一 MD。 MP=MC:. 

又 内 为 RQAEP， 

所 以 LBRD= 人 BFE Z DOQ. 

所 以 B.R.C.Q 四 点 共 国 . 

RD + DQ=BD - CD=(BM+MD) (CM—MD)=MC: — MD: —MD - MP—MD: = 
* PD. 

BUL RM QP WARA. 

即 ZMRP+ZMQP=180°. 

¥ N€ BC H/NQP+ZNRP< 180R}, N 必 在 M 右 侧 , 故 BN>CN. 

证 法 2 HR BC 的 中 点 为 N“. 在 锐角 AABC 中 ,AB>AC. 

首先 证 明 ， 

P.Q.R.N IN Jt BlSDR + DQ= DP + DN'. 

EY BELAC F E.CF LAB + F.W 

B.C.E.F MAIN. 

F: ZCEP= ZABC. 

又 EFVAQR, 得 CCEP= ZCQD. 


MI 


DR * DQ=DB > DC 
设 BN = CN =a,CP=c, DN 一 0, 则 等 价 于 
证 明 DB + DC= DP » D 
(a+b)(a —b)=(a+c-b)b=at=b(a+c). 
又 PE: PF=PC: PB, 

并 由 欧 拉 贺 ( 九 点 圆 ) 得 D.E.F.N 四 点 共 圆 ， 
由 PE: PF=PD: PN 
得 PC: PB=PD: PN 
M Qato tated) late), 

 =bla to). 

故 P.Q.R、N’ 四 点 共 圆 . 从 而 、 
LNQP + ZN'RP = 180°. 

E ZNQP+ ZNRP<180°.W N 在 N' 右 侧 . 


"kuyawan 


于 是 BN>CN. 
例 8 如 图 3-23, 在 人 ABC 中 .AD 是 BC 边 上 的 高 ,MN 分 ， 
HECA AB 两 边 的 中 点 . 设 直线 {通过 A S.B BC 在 ! 上 的 射影 
为 BC GE BIN 与 CM 交 于 点 P. 求 证 :B.C .D、P 四 点 共 圆 , 且 
RACO H P 点 均 在 人 ABC tj Juss Bl F. 
证 明 连 BB'.CC',ND.MD. 在 RiAAB'B 中 ,N 为 斜 边 AB 


LNDA.LMAD=_MDA. 令 /CAC' 一 人 2, 则 CMCA= Z2. 
TË.,ZNB'A+ ZMCA= Z1+ Z2=180"— ZA. 
ik ZMPN=180°"—(ZNB'A + ZMC'A)=180*—(180*— ZA)= ZA= ZNAD 
+ ZDAM= ZNDA+ ZADM= ZMDN. 
由 此 , 知 D.M.N.P 四 点 共 贺 . 
而 个 MAND 的 外 接 园 即 为 全 ABC 的 九 点 圆 , 即 点 在 人 ABC 的 九 点 圆 上 、 
HCA.B'.B.D 四 点 共 圆 , 连 B'D, 则 知人 B'DA= 人 人 B'BA=90" 一 和 1, 
A = <CCA=90' 一 人 2. 
'DC' = ZB'DA+ LCDA =180- Z1— Z2= ZA= ZMPN= ZB'PC”. 
.D.P WARA. 
"CDP WAGH Oi DO、.PO, 则 DOP=2 人 DB'P. 
HFAB B DUAAN 为 其 圆心 , 则 知 NB =ND. 
+ 是 ,有 ZLDNP=2ZDB'P， 
所 以 LZDOP~ 人 DNP. 所 以 D.O、P.N NAIRN, 
所 以 0 在 @DPN E.W O £ AABC 的 九 点 加 上 , 故 命题 获 证 . 


ME sos 


思考 题 1 如 图 3.24, AABC P.O 为 外 心 , 晶 是 重心 , 作 ACHB、ACHA 和 
AAHB 的 外 接 阅 ,依次 记 它 们 的 器 心 为 A, .B, .C,. 求 证 :AABCS2AA,B,C,, 且 这 两 个 
三 角形 的 九 点 圆 重合 . 

证 明 由 于 ZCHB=180" 一 (90" 一 人 ZB) 一 (90" 一 人 C0) 一 人 B+ 人 C=180" 一 人 LA, 知 
ACHB 外 接 圆 的 半径 和 和 CAB 外 接 贺 的 半径 相等 ,从 而 .有 A, Jë O X: F BC 的 对 称 4 

it M BC 中 点 . 则 知 AH=20M, 即 AH=0A,. 

X A 日 WOA,, 则 连 AA, 与 OH 的 交点 KK 为 平行 四 边 形 AHA,O 的 中 心 , 即 AA, 与 


OH 互相 平分 于 K. 

同 理 , BB, .CC 也 经 过 且 被 它 平分 ,从 而 人 ABiC, 与 
AABC 关 于 K 中 心 村 称 , 故 AA, BC 宇和 人 ABC. 

显然 ,K R. AABC 九 点 圆 的 圆心 - 因此 ,这 个 图 关于 K 作 中 
心 对 称 时 不 变 , 它 也 是 入 A1B81Ci BAAR. 

思考 题 2 过 锐角 和 ABC 的 顶点 A、.B.C 的 一 条 高 线 分 别 交 
其 对 边 于 点 D .FF, 过 点 局 平行 于 EF 的 直线 分 别 交 AC、AB 于 
点 Q 和 R,EF % BC 于 点 已. 证 明 :APQR 的 外 接 加 过 BC 的 中 


点 . 4 

证 明 由 题 设 , 点 己 的 存在 意味 着 ABAAC. P 

由 对 称 性 ,可 设 AB>AC.W P ENR BC Km 3-25. p E 

取 BC 的 中 点 上 ,我 们 证 明 Q.P.R.1. W. 
=DP ° DL. Eey 

A BELAC T E.CF LAB F. F.W B.C.F.F 共 加 ,上 是 知 ? 
ZCEP= ZABC, MEN 


又 EFVQR. 有 CEP= CQD. W% B.Q.C.R 四 点 共 国 , 从 而 DR。DQ= DB * DC. 
设 BL=CL= a CP oe DL =b MEDRE M FEN DB < DC DP + DL. I 
Cath) + (a—b)= (atec~h) + h, IRB aè =blato). 

由 九 点 加 定理 , 知 DEFA 四 点 共 国 , 有 PE* PF— PD * PL. 

注意 到 B.C.F.F 四 点 共 图 ,有 PE- PF=PC > PB, 故 得 PC。PB= PD。PL, 即 
elato ateb) + (+a) IREN at =h(a+O. 

故 有 DB，DC= DP。DL, 亦 有 DR + DQ=DP + DI. 

亦 即 Q.P.R.1. 四 点 共 园 , 即 APQR 的 外 接 贺 过 BC 的 中 点 . 


同步 检测 


1.G 为 AABC 的 重心 .P 为 人 ABC 外 接 国 上 任 一 点 , 连 PG HEK ERQE PQ= 
$PO. REA Q &AABC HARANE. 


2, 给 定 非议 化 的 人 ABC, 设 外 心 为 O, 季 心 为 H. 8 3 £ 3 R. 求证 :OH < 
3R. 
3. 如 图 3-26,H 为 人 ABC HE. 


小 为 BC 过 的 中 点 ,中 为 AH f ë. t L. fE PI. 


_ s 


W£ AB TG. AC6EK0R TH. 
# B. 

4. 试 证 :三 角形 的 
三 角形 ,此 新 三 角形 的 外 
切 贺 圆心 的 对 称 点 - 


5 有 Ja sle 分 别 为 AABC 的 切 BC、CA、AB 边 的 圾 切 习 的 


三 个 切 双 (内 切 和 旁 切 ) 的 图 心 构 戌 一 个 
已 知 三 角形 的 分 


:G.B.H.C 四 点 


为 另外 一 个 


HQ. Kap CAT, 的 九 点 国 为 人 ABC 的 外 接 园 ;(2) 过 点 M 3-26 
Ladal: 分 别 作 BC.CA.AB 边 的 委 线 , 则 这 三 条 重 线 共 吉 . 


,过 其 中 任意 


作 三 角形 , 则 这 四 个 三 角形 的 九 点 图 的 加 


第 3 讲 ” 几 类 重点 问题 及 解法 


2de 知识 点 金 


i 四 点 共 辆 问题 

2， 共 线 与 共 点 问题 

(1) 共 线 问题 

在 同一 直线 上 的 若 十 点 称 为 共 线 点 ,或 称 为 这 些 点 共 线 . 共 线 问 题 一 般 都 转化 为 二 
ARR. 

(2) 线 共 点 问题 

通过 同一 点 的 若 十 直线 称 为 共 点 

3. 定 值 \ 极 值 与 轨迹 问题 

《1) 定 值 问题 

平面 几何 中 的 定 值 问题 是 指 变动 的 图 形 中 某 些 几何 元 过 的 几何 重 保持 不 变 ,或 几何 
元 素 间 的 某 些 几何 性 质 或 位 置 关 系 不 变 的 问题 . 

定 值 问题 有 定量 定 值 问题 (指定 长 、 定 角 、 定 比 等 ) 和 定位 定 值 问题 (过 定点 ,过 定 直 
线 等 ). 

求解 定 值 问题 一 般 可 分 为 两 步 :第 一 步 , 先 探求 定 值 ,通常 运用 特殊 位 置 法 ,不 论 图 
形 如 何 变动 , 定 值 这 一 共性 始终 是 不 3 因此 ,可 选 迭 图 形 的 特殊 位 置 (如 极限 位 置 临 
界 位 置 ) 加 以 探求 ,或 利用 数 形 结合 的 思想 ,把 儿 何 问题 转化 为 代数 问题 ,然后 通过 计算 
求 出 定 值 . 第 二 步 , 证 明定 值 普遍 成 立 . 

《2) 极 值 问 题 

几何 极 值 问题 实际 上 就 是 以 几何 条 件 出 现 的 极 值 问题 ,一 般 运用 儿 何 中 的 有 关 不 等 
式 和 定理 解决 ,也 可 转化 为 代数 一 角 的 方法 加 以 解决 

《3) 轨 迹 问题 

平面 几何 中 点 的 轨迹 就 是 具有 某 种 性 质 的 所 有 的 点 组 成 的 图 形 ( 也 叫 具有 某 种 性 质 
的 点 的 集合 ) 在 这 一 节 里 , 求 点 的 执 迹 ,主要 运用 基本 的 轨迹 定理 和 纯 儿 何 的 方法 - 


= 


REAA E RI. 


轨迹 为 直线 的 基本 定理 有 : 

外 到 定 真 线 距 离 等 于 定 长 的 点 的 轨 连 ,是 平行 于 该 直线 的 两 条 直线 ; 

PIN E s£ A.B 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 线段 AB 的 重 直 平分 线 ; 

加 到 两 相交 直线 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 这 两 直线 夹 角 的 平分 线 或 其 外 角 平 分 线 ; 

国 已 知 平面 上 两 条 线段 AB 和 CD WIE Saw 十 Sseww 为 定 值 的 点 了 的 轨迹 是 一 条 
直线 . 

轨迹 为 辐 (或 弧 ) 的 基本 定理 有 : 

外 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨 连 ,是 以 该 定点 为 圆心 ,以 定 长 为 半径 的 贺 ; 

加 对 定 线段 AB 张 成 定 角 6 的 点 的 轨迹 ,是 以 AB 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 20 的 两 个 
BEM: 


加 点 P BPN E A BPE BS 22 H 39 TECA 1). F DA ZE 3 AD Rf 5 EE PA 5 A F 5 088 


段 , 则 以 这 两 个 分 点 所 连 线段 为 直径 的 圆 .是 到 两 定点 王 离 比 为 定 比 亚 的 点 的 轨迹 ( 称 阿 
Lt 42 


M umaq 


# sS AH AY AT E f 0 =i. CS Y02083 
于 该 边 的 长 度 ,同时 ,对 于 每 条 边 , 平 行 于 它 的 直线 和 该 边 所 对 顶点 位 于 该 边 的 两 侧 . 证 
明 ; 三 角形 各 边 的 延长 线 与 所 引 的 三 条 直线 的 交点 在 同 -图 周 上 . 

证 明 人 ABC 和 有 关 点 .直线 如 图 3-27 所 示 . 

设 A; .C, AWER BC.AB 上 的 射影 为 M,N, 则 


X CN =AB, AM = BC. f BA. 


ZA; BC, = Z ABC. WEA BC A: VARBAC. 
MALCA B=ZACB. 
F.C: B.A= ZACB.# ZC,A;B= ZC;B,A.R C.C, Z 图 3.27 
AB A A:C,C; B, ESERE, PREN. 
X ZGA.A, + ZC.C,A;— ZACB+ ( ZABC+ Z BAC) =180°, 8k C, .C, Ar .A 
“点 共 圆 . 因此 ， 
类 似 地 ， 


本 是 从 先 十 CiCiA:B, PREPA + (3 p A.A.B,C..B.B,C.A, th $ E 
梯形 如 再 证 A, 和 B; £ k H t. 8 2 HE AR 
先 证 其 中 四 点 共 图, 再 证 从 余下 的 点 中 取 一 

例 2 如 图 3-28. 已 知 点 DD 是 人 ABC 形 内 一 点 .满足 DA。DB 
* AB+ DB + DC + BC+ DC + DA + CA=AB. BC + CA. 把 AADC 
沿 CB 方向 平移 宇和 A.D.B. 求 证 :A、D、B、D, A. HAIA. 

证 明 连接 A,D.AD,， 

WX AA, EDD, £CB. 

所 以 DiA,=DA.D,B=DC,/ 

在 四 边 形 A, D. BA 中 ,由 广义 的 托 勒 密 定理 ,有 DA, + BA+ BD, * AA, SAB + 
DA, 即 D4， BA CD + BCZAC DIA. ° 

在 四 边 形 AD,BD 中 ,由 广义 的 托 勒 密 定理 ,有 BD, + DA+ BD + D'A2D,D + AB, 
即 DC，DA+ BD * D. AZ2AB + BC. ° 

由 DXDB+@@XAC. 有 

DA + DB + AB+ DB + DC + BC+ DA + DC + AC+ AC + BD + D AZAC + BD + 
D, A + AB + BC + AC, Bp 

DA + DB + AB+ DB + DC + BC+ DA + DC + ACHAB + BC + AC, @ 

由 已 知 条 件 知 , 不 等 式 回放 到 等 导 , 从 而 不 等 式 四 .人 必须 同时 取 到 等 号 , 妈 DA: + 
BA+BD, * AA, -A,B + DiA, 且 BD, + DA+BD .DA=DiD.A4B, 由 托 勒 密 定理 的 
道 定理 , 知 :四 边 形 AD BA 是 图 内 接 四 边 形 . 电 四边形 AD, BD 是 圆 内 接 四 边 形 . 故 A、 
D,B,D A, EARB. 

评注 RALAHEHEE 


E ETA 8 A EN , A fi u A 8 A 3 IB 0. 

例 3 不 过 二 ANCD 硕 点 的 任 一 直线 分 别 与 直线 AB.BC.CD.DA £T E .F.G.H. 
以 及 名 EFC 55@GHC 的 另 一 交点 QQ, 如 图 3 .29. 求 证 :A.C.Q 三 点 共 线 . 

证 明 连接 QA,QC.QE.QH. 


FGC. X /BAD= ZFCG, 
Z FCG = 180", 有 f 


义 因 为 BC/ DH. Z EH? 
所 以 LEQA 二 人 FQC, 孝 A 


ZABX= ZCBX.W A.B.C Z= š # # (je Ü 3-30). 实际 上 这 可 归结 于 4 
通过 判定 平角 的 意义 来 判定 
个 结论 也 是 判定 三 点 共 线 的 重要 依据 (如 图 3-31)， 

《1) 设 点 BER XY R ZXABX+ ZXBC=180°, 9) A.B. 
ARR. 

(DRA BERE XY 
A. 

例 4 如 图 3-3; 
=EF=FA.ZBCD= 
使 得 AGB8== Z DH 
AB.DE 为 边 向 形 外 作 止 二 角形 ABC .正三 角形 DEF .求证 :(”、 E 
G.H.F' WARR. 

证 明 ECG GH HF. 

因为 BC=CD.Z BCD= 

所 以 4B= BD.DE= EA.ËD ABDE 是 第 形 , 故 C SC 
A.F tj F'X: P OS BE 对 称 ,从 而 CF= CF”. 

因为 LAGB+ ZACB— 180", ZDHE+ ZDF' 

所 以 A, EF .F' 共 圆 .由 托 勒 密 定理 

所 以 AB (G = AC + BG+BC + AG. DE * Hi 
HE + EF + DH. 

X AB=AČ= BC .DE=DF' =EF', 

所 以 CG=BG+AG HF =HE+DH. 

FL CG+GH | HF = BG+AG+GH+ DH+ HE=CF—C'F”, 

W CG+GH+HF'=CF' i C GH F WS ef. GH 在 线段 C'F' 上 . 

评注 £ AB+BC=AC. N A,B ERIA BARRACH 本 题 证 明 所 采 
事实 的 推广 结论 . 

边 形 BCEF Hik FOO. Wi CE 与 BF 的 延长 线 交 于 点 4 ,由 人 
f: OSO i k VIR AP 与 AQ , 切 点 分 别 为 P.Q.BE 与 CF 的 交点 为 月 .求证 :P.H.Q = 
ARR. 

证 法 1 连接 BP.PF.EQ.QC, 连 PQ % BF 于 点 K, 连 FQ 交 BE 于 上 , 连 BQ 交 
FC +M. 
因为 人 BPK 和 八 KPF 共 边 。 


只 , 


* PB + PK * sing BPK Á 


L, PF: PK + sing FPK AN 
LPB» sin BPK mr. 
PF + snZFPK` P AY 
因为 LPAF= 人 PAB, /APF=ZABP. YN. 
ET 


所 以 AAPFcAABP， 


AC 
a aa 
G m 


QM 
MB 


由 案 瓦 定理 的 北 定 理 知 ,PQ、BE、CF 相交 于 一 点 日 , 即 P.Q.H 三 点 共 线 ， 

证 法 2 如 图 3-34. 在 射线 4 有 上 取 一 点 M, 使 AH + AM= 
AB + AF JAM B.H.M.F 四 点 共 园 ,C. 采 .ME Wq J. 
60" — ZFMH — ZEMH = (180°— ZFMH) + 
(180°— ZEMH) = ZFBE+ ZFCE=2 Z FBE = ZFOE, Mi F. 
O.M.E JE. 

所 以 CAMO= 360" — ZAME — LOME = (180'— ZAME) + 
(180°— ZOME) = ZFCE+ ZOFE- 

i£ PQ Z AO F N. % / AN: AO=AP:=AB. 
AF=AH + AM. X Z H'NO=90*= Z H'MO.f#i N.H’ M.O IM, 
W AN + AO=AH' + AM. 

因此 AH + AM=AH' AM, 即 AH=AH'. 

H HH' 均 在 射线 AM kik H S H'RG.H.P.Q 三 点 共 线 . 

评注。 人 D 究 瓦 定理 的 谱 定 理 虹 证 明 三 疤 共 吉 的 依据 ,但 有 时 我 们 可 以 把 三 点 共 线 的 
问题 化 为 三 线 共 点 的 问题 来 处 理 , 证 法 一 就 是 一 个 典型 的 例子 . 

园 证 法 二 是 用 "同一 法 ", 这 也 是 证 明 三 点 共 线 的 一 个 重要 方法 、 

例 6 如 图 3-35. 已 知 此 四边形 ABCD AREFE 0), 对 角 线 AC.BD 相交 于 Q. t Q 
分 别 作 直 线 AB、BC.CD、DA HER. ERIM E,F,G.H. RIE:EH.BD. FG 三 直线 


共 点 或 互相 平行 . 
87 种 


1. 


图 3-34 


证 明 设 EH 与 BD 相交 时 ,交点 为 
AE „Bi 
AABDAWRSWER AER ` PD 


记 ZBAC= ZBDC = 0, ZDBC = LCAD = p. LABD— 
ZDCA=y.ZADB= 
AE , DH _ ny 


EB HA tan 
BP .L 


ay 
tang" H 3-35 


点 共 线 , 邮 EH, BD, 


L 由 梅 滥 劳 斯 定理 的 道 定理, 下.(;、 


i EH / BD. MIER -Bit FG 与 BD 相交 , 则 由 上 面 的 证 明 可 知 ,F 与 8D 相交 
于 同一 点 .假设 与 上 面 结论 巴 盾 . W FG // BD. 

WE KAREHA FG) 5 BD 相交 ,充分 池 利 用 了 EH 和 FG 的 地 位 对 称 性 
(相对 于 BD ñi W). 本 是 是 利用 共 线 来 证 明 三 乒 共 点 的 , 一 教 意义 上 来 说 .证 明 
KER 4B.CDEF 交 于 一 点 的 问题 ,于 转 化 为 证 明 AB 与 CD 的 交点 P 和 志 下 .EE 三 点 
WA. 

例 7 两 个 定 圆 加 O, HOO 交 于 点 A,B,-- 条 直线 过 入 点 分 判 y 
SAMMET Y.Z ATE Y .Z 处 的 切线 相交 于 六. 设 人 00.B 的 
外 接 圆 为 全 0), 直 线 XB 交 @O 于 另 一 点 Q. 求 证 :线段 XQ 的 长 度 是 

“ 定 值 、 y 

分 析 ”此 时 线段 XQ 的 长 度 定 值 等 于 多 少 ,是 难以 发 现 的 ,实质 
上 ,有 时 不 知道 其 定 值 对 问 监 的 解决 影 啊 不 大 ,只 要 我 们 充分 发 握 图 
形 的 儿 何 结构 . 

证 明 EOQ. 

IN 3 ZXYZ— ZABY. 

所 以 ZYBZ 十 YXZ 

HA X.Y.B.Z 


WA ZYXNQZ ZAZB= L ZA0.B= Z0,0. B= ZO,QB=a+ 


ma 


BZ.( 如 图 3-36, 其 余 情况 类 似 证 明 ) 
XZY+ZYXZ=180"， 


A OQA 


A QEQCLXY T C. QCR R WOO 的 半径 ), 在 RLAXCQ 中 ,XQ= 
Sc. b 
sina sma 


OB 


在 AOIO:T 中 ,由 正 站 定理 ,有 


-2RR KOO MAD N È 


2R( 定 值 ). 

例 8 已 知 外 信和 G0/ 交 于 A.B 两 点 ， 
一 条 分 别 交加 O 和 QO FA P,Q D- RHMZ 
M.N. PM MQN 812 F 5 C.W ZC 的 大 小 一 定 . 

分 析 由 于 有 点 C.A 在 直线 PQ 异 侧 (图 3 DAEAR PQ 
同 侧 丙种 情形 (图 3-38). ABH. k E ZC 大 小 一 定 ,只 需 证 
LBPM+ 二 CQP HEET. R. KEA PEC 为 定 值 ,只 需 证 
乙 PAQ 为 定 值 即 可 . 

证 明 ACA 在 直线 PQ RM. E AB.AP.AM.AN. N 
为 LBPM + ZCQP = ZMAB — ZBAN = 180° — ( ZAMN — 


ZANM) = 180 FAB+ AR. 


又 因为 AMB F ANY 为 定 值 ,所 以 二 BPM- ZCQP 为 定 值 . 

LC=180" 一 (LBPM+ ZCQP), 所 以 LC 为 定 值 . MN: 

当 点 C.A 在 直线 PQ RIN, Fi LAPM= ZABM = ZAQN. [81 ⁄ PCQ= ZPAQ 
也 为 定 值 

例 9 CHAO 上 AB 的 中 点 .P 为 4WMB 上 (不 包括 八 .B) 的 任 一 F 
点 ,求证 :tAP 一 BP) : CP 为 定 值 . 

证 明 如 图 3-39, 当 忆 点 运动 到 极限 位 置 A 点 时 ,PA 趋 了 0.PB 
则 趋 于 AB. 此 时 CP 趋 于 AC ,因此 定 值 吕 能 为 (4P+BP) + CP=AB 
:AC. 

i& ACK BP 到 DD. 使 PD=AP, 连 AD. 在 APAC 和 ADAB 
中 ,AACP 一 LB,PC 是 ZAPB 的 角 半 分 线 , 义 人 PAD 一 人 ADP. 可 知 
ZADB= ZAPC. PACH ADAB, DB : PC AB : AC. Mm(AP+  ™3-39 
BP) : PC—AB t AC( 定 值 > 

评注 LEKTE BC i AC=BC RAKERA. A AC PBH e 
BC + PB=AB + PC BB (PB+PA) : PC=AB : ACOR fE) 

例 10 如 图 3-40, 点 A.B.C 分 人 ABC FE Bl OO HAH = 
BH X AB 弧 上 的 一 个 动 点 .1 为 人 CAX 和 人 CBX 的 内 心 ， 小 
证 明 :AXn WIRASA OXT X 之 外 的 一 个 定点 . 

分 析 连 XI XI, PEKAR OFN. M,A N.M 为 各 弧 的 中 
S. W T SA XI, X, WINER SA O 的 另 一 交点 , 则 要 证 了 为 定点 ,日 网 3.10 
LAT. X #0. BD H @ iF ZNXM = Z/1 TI. X ZNXM = Z NTM. IH jt P. g iE 


ZMTI,= ZNTI, 即 可 .也 可 以 通过 证 AMT1:cANTT 而 得 到 ,由 LTNT = Z TMl, 


知 ,只 要 有 一 期 上, 工 上 也 易 作出 


证 明 设 M 是 所 的 中 点 ,出 1: 为 人 XBC D.M X. M 共 线 ,所 以 
LMBI:= ZMBC+ Z, BC—= ZMXC+ ZLBX= ZMXB+ LIBX—/MIB, 
故 MI, — MB. 

设 1! BA ABC 的 内 心 , 则 同样 得 MI— MB. 

所 以 MI=Mh=MC, 

MD 三 .BCI 在 以 M YACHA. 

同 理 , 设 N 为 和 的 中 点 ,有 AT、 人.C 在 以 N 为 图 心 的 罗 上 . 

作 CP /MN ZWO F P.W PI SLO 交 于 了 点 , 则 
MI=MC=NP,MP— NC= NI. 

故 四 边 形 MPNI 为 平行 四 边 形 . 因 此 Saer = Sa wro 

MP» MTAP + NT 

th MP=NC=NI,.NP=MC=MI; f} 


MT 
MI, ` 


ZhTh, 

即 XL TRIAR T EAX I 的 外 接 岗 上 

MWF M.N 为 定点 .及 CP/MN M P 为 定点 .又 1 为 定点 , 故 PI SINO 的 交点 了 
也 为 定点 . 

因此 对 于 AB 上 任 一 点 六, 人 X11: 的 外 接 加 经 过 加 0 上 的 定点 工 . 

例 11 在 一 个 平面 中 ,C 为 一 个 圆周 ,直线 是 圆周 的 t 
求 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 点 P 的 集合 ;在 直线 上 上 存在 两 个 点 Q 和 尺 .使 得 M 是 线段 
QR 的 H C 3 A PQR 的 内 切 圆 . 

解法 1 设 Q.R 在 直线 上 E.M 在 其 中 点 ,QR 与 图 周 C 切 于 B 点 .将 B 与 圆心 0 
连 起 来 并 延长 交 @C T D 4 D fE BI09 188 PR .PQ FP Q 点 ,如 图 3 4 , 则 QR 


AQR ,连结 PD 延长 交 QR FE FENLD -QE 


Ro 


mea ms 
XAQPR'OAQPR.OO RAQ PR 的 旁 切 图 ,于 是 QD= 二 (QIR'+PR' 一 PQD)， 
DR' -二 CQR' > PQ'— PR. 
y al <: =l R+ QP_BR 1 - 
义 因为 QBE= 1  PQ+QR— P). BR- T (QR-+ PR— PO) M Ro = QB T QE 


一 BR. 从 而 M 为 EB 因 BDM 均 为 定点 ,从 而 E 为 定点 ,所 以 满足 题 意 的 已 点 在 
ED 的 延长 线 上 (不 包含 D 点 ), 此 即 尸 的 集合 - 
解法 2 WOO 与 APQR SUWARA D.E.F. OO WEH r.MD= r. DR= 


a, PE=b, W AQ=a | z, FQ=a+ 2z, Samu- Swaene =y Sare = T riba 


4 十 x) 一 二 rr( 定 值 )， 


i T R DO 与 @O 的 另 一 个 交点 (如 图 3-42), 那 么 Sea=+MD OT- rr 


Sanm PLA PT // OM. h F M.O.T ERER k PARAHA T 且 平行 于 MO 的 一 条 
射线 . 

例 12 给 定 i>>1, 设 点 尸 是 AABC RMA BAC 上 的 一 
个 动 点 ,在 射线 BP 和 CP 上 分 别 取 点 U 和 V, 使 得 BU=ABA,CV 
一 MCA ,在 射线 UV 上 取 点 Q ,使 得 UQ =AUV, 求 点 Q 的 轨迹 . 

解 ”如 图 3-43, 连 接 AU.AV.AQ. fE BC 延长 线 上 取 点 ,使 
BD— ABC, 连 接 AD、QD, 因 为 C) 
LABU, 

所 以 AAVCeAAUB， 


We eR 
miiy AC ZVAC— ZUAB- 


所 以 CUAV= ZBAC, 
所 以 AAUVcAABC， 


jv AU 
BC AB 


XH Y UQ=AUV.BD=1BC. 


„UQUV AU 
所 以 有 一 


所 以 AAUQAABD. 
QD N 

maye acD ag TAD. 

这 表明 点 Q 位 于 以 点 局 HAL DL 2AD 33 460908 E 


.ZAUV= ZABC. 


一 点 己 为 圆心 ,并 过 AB 上 的 定点 C 作 圆 , 交 定 圆 二 点 S.T. 
证 明 设 ST 和 AB 的 交点 为 Q, 延 长 BA ZN P 十 


证 :ST 过 一 
RRX ABL, 


AC. 
因为 A,S,48.T 了 四 点 共 圆 .所 以 AQ* BQ=SQ - TQ. 
又 由 只 CT 共 圆 .得 SQ - TQ—RQ : QC. 
所 以 AQ + BQ= PQ CQ. 
HD AQ: (AB. AQ)=(AC—AQ) » (AC—AQ). 


Aii maas 
由 此 可 见 ,ST 必 过 定 加 的 定 直径 AB 上 和 点 A 的 距离 为 3 的 


o 


思考 题 2 在 已 知 锐角 入 AOB 内 有 一 定 圆 C. 试 在 @@ 
及. 使 PQ+QR+RP 有 最 小 值 . 

解 ” 运 用 局 部 油 整 法 , 若 点 在 加 上 已 经 确定 , 则 应 设法 确定 QR 的 位 置 . 如 图 3- 
45, 分 别 作 已 点 关于 OA ,OB 的 对 称 点 卫 , Pa. 连接 P.P, 与 QA.OB 分 别 交 于 Q.R. 根 
据 * 两 点 之 问 直线 最 短 " 知 ,PQ+ QR 十 RP 最 小 . 

TERE P ABEE NA PMN Q RARA, E OP 为 圆 的 直径 ,所 以 


MN= 二 PP。 


-OA.OB 上 各 求 一 点 P,Q、 


(PQ+QR+RP). 


z 


故 当 MN 最 小 时 ,PQ+QRT+RP 最 小 ,而 在 以 OP 3p H 6 6) BL h , h IE Sk E PB P| 8 
MN=0P * sinZ AOB. í OP 最 小 时 ,MN 也 最 小 , 故 P 点 应 是 连接 OC 的 线段 与 @C 的 


交点 . 


1. 各 图 3-46,K 为 AABC 内 任 一 点 .在 AABC ñ ft = # & AL .BM、CN, 使 二 BAL 
— ZCAK, ZABM= ZCBK,ZBCN= ZACK , R AL=AK,BM=BK,CN=CK, R ik, 
K.L.M.N S ñ # Wl. 


图 3-46 maa LERT 

2. A ABC th ft 18 H 9 BC.CA.AB + D.E.F,& X &AABC 的 一 个 内 点 ， 
人 XBC t R An 8k. £ D 点 与 BC 边 相 切 ,并 与 CX.XB p H qn T À Y、Z, 如 图 3-47. 
求证 :EFZY 是 图 内 接 四 边 形 . 

3. 各 图 3-48. 四 边 形 ABCD ñ t + S. 3 AB 与 DC 的 延长 线 交 于 点 也 ,AD 与 
BC 08 K 6 2 + 8 Q, 由 Q 作 该 置 的 两 条 切线 QE 和 QF, 切 点 分 别 为 下 和 下 .求证 :P、 
E.F = A k. 

4. mh 62 ABCD 内 接 于 名 0O, 对 角 线 AC 与 BD ZF P. 如 图 3-49. š AABP, 


N i 


ABCP.ACDP. ADAP 的 外 心 分 别 为 0, .CO,、O,. 来 证 :OP、 
OO; .CO ZARA. 

5. ARAR M. 3AN 8 £ 9 £ AB, 过 点 A 3A B 3è QR í 
AP. 求证 :APQR 三 边 上 的 正方 形 面积 的 和 是 定 值 - 

6. 在 人 ABC 的 边 AB、AC EH R & D.E,# AD : CE=DB 
+ AE, 求 证 :人 ADE 的 外 接 国 过 定点 

7. 已 知 ABCD 是 园 内 接 四 边 形 ,EF 分 别 是 AAB、CD 上 的 点 ， 图 3-49 
BAR AE: EB=CF: FD. P É ñ Ñ EF 上 满足 PE : PF=AB 
1 CD 的 点 .求证 :AAAPD 和 人 BPC 6 N 2 ETRAF E.F 的 选择 

3, 给 定 锐角 0 和 相 内 切 的 两 个 到, 这 公 切 点 A 作 定 直 找 1( 不 过 一 心 ), 交 人 外接 贺 干 郧 
— B.R M 点 在 外 国 优 强 上 运动 ,N 是 MA 与 内 图 的 另 一 交点 , 己 是 射线 MB 上 的 点 ， 
G ZMPN=0 K P k H. 

9. wH 3-50, 以 B. fr B, 3 $ # 6 £ @ W b AABB, 的 
ih AB, REC (G=0,1), Æ AB, WEKREARA P, i B 为 
国 心 ,B, Pu 3⁄3 Ë ft £ g P.Q, 2 C.B, 的 对 长 线 于 Qs 以 C, 为 
国 心 ,CiQ, 33 f M 8 Q.P, Z 有 BA 的 延长 线 于 已 ;以 B, 3 S 
B.P, A ë ft B % F,Q, 交 B.C, HEKATO: C HE 
S C,Q 3 tf 8 RQ Pit AB, 的 延长 组 于 P'o. Wik, 
P, t #.# EN X.P.Q, 8 Q P. ñ + Pa 
Pi 共 图。 


fm 几何 不 等 式 与 几何 变换 


第 1 讲 几何 不 等 式 


知识 点 全 


几何 问题 中 出 现 的 不 等 式 称 为 儿 何不 等 式 . 有 许多 几何 不 等 式 ,以 直观 ,简捷 的 陈述 
和 创造 性 的 思维 方法 而 引人入胜 . 

证 明 几何 不 等 式 的 常用 方法 大 致 有 二 种 :几何 方法 .代数 方法 、 三 角 方 法 . 

1. 几何 方法 

用 几何 方法 证 明 几何 不 等 式 ,除了 要 用 到 一 些 几何 知识 外 ,更 重要 的 是 要 掌握 某 些 
重要 的 几何 不 等 式 和 几何 极 值 下面 介 绍 一 些 重要 的 几何 不 等 式 ， 

() 托 勒 密 不 等 式 ”在 四 边 形 ABCD HH AB + CD+AD + BC2AC * BD, $ 54 
Hf A.B.C.D 四 点 共 圆 时 成 立 . 

证 明 ka 4-1, 在 四 边 形 ABCD W R — i E. fE Z BAE = ZCAD, ZABE = 
CD, Bi AB + CD=AC * BE. 


箱 , 所 BAABCw， AAED, 所 以 AD BC=AC + DE, 


所 以 AB + CDAD + BC=AC(BE+DE)>AC. BD, 
等 号 成 立 当 且 仪 当 点 EE 在 BD 上 .此 时 LABD= 人 ACD. 
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所 以 四 边 形 ABCD ë TB. 
(2) 埃 和 尔 多 拓 一 黄 德 尔 不 等 式 、 设 为 AABC 内 任意 -点 ,P 到 ”x7 
三 边 BC ,CA.AB WPR AA PD = p, P] ,PF=r, 并 记 PA= Z N 
PB=y.PC=z,BJ r+ y+z22(p+q+r), S 5 R f A ABC 为。 i 
正三 角形 且 P 为 三 角形 的 中 心 时 成 立 - 
证 阴 如 图 4-2, 由 是 意 得 
LEPD=180" 出 余弦 定理 得 


(pSinB TamA T (peosB— geo 


> /(psinB F qsinA) 
= psinB Hosin4。 
义 内 为 P,D、C,E 四 点 共 圆 ,线段 CP 为 此 贺 真 径 , 所 以 < 一 


sinB psi 
sint” sinCP T SP Cq 


sinB sinC , 
BDM rN + SQA T 


RAMY rty 
tatn. 
peos B= qeosA 
PFAM reosB=qcosC H sinA 一 sinB 一 sinC HRY. 
reosA = peosC 
A ABC 为 正三 角形 且 户 为 中 心 时 成 立 . 
13) 外 森 比 克 不 等 式 ” 设 人 ABC 的 边 长 和 面积 分 别 为 ae .pc MSWA a + +> 
4W3, 其 中 当 且 仅 当 人 ABC 为 正三 角形 时 "一 "成 立 . 


证 明 ¿+P He 4 3S-at +P —a +P —2abcosC—23absinC 
— 24 +24 —Aabsin(e + T) 222 +2 —Aab=2(a—bt 20, 
MHN Y a=b H = TBJAABC 为 正三 角形 时 "一 "成 立 . 


《4) 欧 抗 不 等 式 ”设立 ABC 外 接 加 与 内 切 贺 的 半径 为 R Ar RS? 5 B (Z 4 
AABC 为 主 三 角形 时 取 等 导 . 


Fe 


vRR ,又 do， 
所 以 R +Ë R>2r. 
当 且 仪 当 d=0, 吉 内心 与 外 心 重合 时 取 ” 
此 时 信人 BC RAEM. 
《5) 费 尔 马 问题 在 全 ABC 中 ,使 PA+ PB 二 PC 为 最 小 的 平面 上 的 P 点 称 为 费 尔 
58. ZBAC 点 即 为 费 尔 马 点 . 5 AABC 内 全 一 内 角 均 小 于 120* 时 , 则 与 


` 将 人 APB f A 顺 时 针 p 
PB' 位 览 , 则 易 得 人 APP' 为 正三 角形 . 

HVA PP'=PA. 

所 以 PA+ PB+ PC=PP'—- B'P + PC2>2B'C CR W). 

HARY BP PC 四 点 共 线 时 到 一 ". 

WA LAPP’ = AP'P=60". 所 以 APC= ZAP'B'— 120". B es 
ZAPB= 20", 

所 以 CHPC=1 


”, 即 当 点 P 为 费 尔 马 点 时 取 * 一 "。 


同 理 可 得 ”PA FPB+PC=PP’+B'P’+PC2BA F AC IPA 
( 定 值 )， 


MARA P HAA 重合 时 取 "一 

167 等 周 定理 maa 

CHK- ARE G BREA EIE Pe. VA DAS TREK 2. T BR SE 00 B fi BB h , LA BL 05 
周 长 最 小 . 

ONK 9 所 有 ， 边 形 中 .以 正 ” 边 形 的 面积 为 最 大 ;反之 ,而 积 一 定 的 所 有 nl 
形 中 ,以 正 边 形 的 周 长 为 最 小 . 

2. 代数 方法 

用 代数 方法 证 明 几何 不 等 式 是 以 代数 运算 为 主 ,几何 处 理 为 辖 . 采取 的 主要 手段 是 
将 几何 量 代数 化 ,通过 恰当 的 变量 答 换 将 几何 不 等 问题 转化 为 函数 极 值 癌 题 或 代数 不 等 
式 问题 ,基本 思路 是 :C1) 适 当地 引入 室 量 或 引入 坐标 系 .将 几何 问题 化 为 代数 问题 ,特别 
起 一 次 甬 数 问题 (2 利用 一些 重要 不 等 式 和 几何 不 等 式 . 
角 方 法 
方法 实质 上 大 一 种 特殊 的 代数 方法 ,将 儿 何 变量 用 三 角 盯 数 表示 出 米 ,再 利用 


A 


函数 的 性 质 、 正 余 粥 定理 、 三 角形 的 面积 公式 及 三 角 不 等 式 加 以 证 明 ,需要 注意 的 足 
面积 不 等 关系 的 证 明 常 常 是 几何 不 等 式 的 重要 内 容 . 一 些 几何 不 等 式 常常 运用 面积 法 来 
处 理 。 
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例 1 1 为 人 ABC hA è. P J AABC 内 部 的 一 点 
ZPBC+/ PCB. 
求证 :AP ,并 说 明 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 P=]. A 


分 析 RETARA PE ië 3 JUTEN. 
证 阴 如 图 4-5, 延 长 Al 交 AABC 的 外 接 圆 于 点 中, 则 由 内 心 
性 质 知 ， s 


DB—DC= DI. 


RME ZPBA+ ZPCA= 


出 题 意 PBC + Z PCB = ZPBA + ZPCA — 


PCB t ZPBA+ ZPCA] 
1(ZABC+ ZACB) —90*— +ZBac. 


所 以 <BPC= 180* — Z PBC- Z PCB=90*+ J ¿BAC= ZBIC, 


PA BP ACGA PELA D 为 圆心 ,DB 长 为 半径 的 四 上 . 

所 以 DP= DI. 

又 因为 AP+ PD>AD=AP+PD2ZAI+IDSAPƏAI. 

当日 仅 当 A.P,D 二 点 共 线 且 CT.P. 有 四 点 共 辐 时 到” 
R'a”, 

例 2 在 锐角 全 ABC 中 “B.C 在 边 BC.CA.AB 上 的 投影 分 别 为 D,E、F, 点 
A.B.C EN FF .FD.DE 上 的 投影 分 别 为 PQ.R. 记 人 ABC、 人 PQR、 人 DEF 的 周 长 分 
PH PiP: P: R P =P}. 

分 析 因为 P,P: 宇 PIs(AB+BC+CA)(PQ+QR+RP)>(DE+EF+FD)Y: 

所 以 本 题 证 明 的 关键 尽 要 寻找 AB.BC.CA 与 PQ.QR、RP E DE .EF.FD Z J t 
关系 

证 明 ”如 图 4-6, 因 为 人 ABC 是 锐角 三 角形 

所 以 PQR 分 别 是 EF .FD、DE 内 部 的 : 


EE = 


”. 即 当 点 尸 与 点 了 重合 时 


S EF 分 别 在 AB、AC 上 的 投影 为 


K „L. W| ZAKL= ZAEF= ZABC.B V KL // BC. 


AAAH JAK DQ ,所 以 Kaj 
又 因为 AAEFcAABCmADBF, 所 以 天天 GF ' KON 
AD. 
AE LR/AD, 又 KL//BC.ADLBC, RU QR KL. 


又 因为 AAKLAAEFwAABC， 


CAB+BC+CAXCPQ+QR--RP)>>(AB+BC+CA (Dip + Ere + ED ) 
>=(DE+EF+FD):, 

m P,P. 
例 3 已 BC 的 


WND p.g.r. ERRE 


的 条 件 . 

分 析 由 于 本 题 涉及 到 人 AABC 内 部 一 点 到 三 边 的 距离 ,因此 可 以 利用 三 角形 的 而 
积 ,结合 代数 方法 解决 此 题 . 

证 明 设 和 ABC 的 面积 为 S, 则 : 


边 长 分 别 为 a.b,c, 点 P 在 人 ABC 的 内 部 ,已 到 三 条 边 的 距 


rt ETA š 
TE yarat R HAABC 的 外 接 圆 半径 ,并 确定 等 号 成 立 


S= Same H Senes + Som =A pat gh Iro). 
由 均值 不 等 式 有 


MORA 


MB at +b HeD. 
而 上 式 显 然 成 立 . 


所 以 原 不 等 式 成 立 , 当 上 且 仅 当 pa 一 0 一 
“三 ", 此 时 人 ABC 是 正三 角形 ,P 是 入 ABC 的 中 心 . 

例 4 已 知 XX 是 AABC 的 边 AB 上 的 一 点 ,P 为 入 
CM 是 线段 PQ 的 中 点 . 

证 明 ;MC>MX. 

证 明 如 图 4-7. 出 中 线 长 公式 有 A 


(CP'+CQ)— PO. 


E p=g=r Ba=b=c BR 


CX 的 内 心 ,Q 是 入 BCX 的 内 


T (XP' + XQ) -PQ 
故 只 须 证 CP'+CQ'U>XP'+ XQ. 
因为 PX 平分 AAXC.QX 平分 LBXC， 
所 以 ZPXQ=90, 所 以 XP: + XQ: = PQ'. LERI 
g ¿PCQ=1 ZACX+- ¿ncx— 2 ZACB<so', 

KCP HCI 
所 以 MC>MX. 

评注 由 于 M 是 PQ Pk. fN P A. 2 


“PQ EXP XQ. 


路 是 很 自然 的 ,在 几何 

| AB'<BC* + AC: 
系 ,如 和 ABC É ü f = A =o J ACAB + BC, 
BC<AB' +AC 


证 法 中 经 常 要 用 到 三 


角形 的 


LA Bü feeBC'>AB' 1 AC 等 
例 5 已 知 a.b,e 和 R 分 别 为 三 角形 的 三 边 长 和 外 接 圆 半径 ， 


1 + 上 > 上 
TMt taR 


分 析 1 由 于 待 证 式 子 涉及 三 角 
角 方 法 解决 . 


证 法 1 要 证 点 + 直 一 由 


ab <a 


边 和 外 接 圆 半径 ,所 以 易 联想 到 正 效 定理 ,用 一 


只 要 证 


TRAB tR Bae; 
SsinA + sinB+-sinC>4sinAsinBsinC 
+B < AZB A+ 

z 


cos 十 2sin 


AsinAsinBsinC 


z 


A-B 
rl 


A+B 
leos => 


)>2sinAsinBsinC 


不 共 线 ,C AN A.B 的 : 


ly+lcl 
=-3("0 f -7) HET 
MUDAR MURER ERR. 


分 析 2 由 于 左边 一 “二 4 二 <, 义 因为 S = 二 Co+e+or- 仿 (其中 7 为 人 ABC 内 


WAPI T IRRE r HR 的 关系 ,从 而 借助 欧 拉 不 等 式 证 明 ., 


1 l> lo bt Rab 


ER ie ur 


SAR SAR * S, R 


由 欧 控 不 等 式 , 人 @ 式 显然 成 立 ， 
所 以 所 证 不 等 式 成 立 . 

例 6 已 知 平面 上 一 个 半径 为 R 的 定 丽 OO,A.B 是 ©@O 上 的 两 个 定点 ,上 且 ABO 
过 点 A OO 与 直线 BC 切 于 点 C ,过 点 BOO SUR 
O0, HOO 相交 于 点 
CDCD<R: 


(288 CEDO LED AH A.B SH GB. (f CD 过 一 定点 . 

证 明 (1) 如 图 4-8,. 人 CAD= 人 DCB， 0 

LACD= ZC ° x 
BILA DACOADCB.B 1 D = DE 

B CD'=DA + DB. @ B 
AH AB: =AD + DB D * DB * cos Z ADB. 

所 以 AB'22AD + DB + (1—cosZ ADB). @ M 
WRI DOH AB @ 

所 以 2R: sinë ZACB=>CD O © äi 


ARDD ZCAD+ ZACD= ZDCB+ ZCBD= ZCAD+ ZCBD= ZDCB 
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ZDCA= ZACB. ° 
MJ ZADC= ZBDC=180°— ZACB. @ 
进 -- 步 . 易 得 :点 CD 位 于 直线 AB HAN 
SLCAD+T LCBD< LCAB+ ZCBAs 
点 C.D 位 于 直线 AB 的 西 侧 二 CAD+CBD> 一 CAR CBA， 
KARRO: 


HZACB 为 锐角 C.D 位 于 直线 AB 的 同 侧 ; 
当 人 ACB 为 钝 角 时 .点 C.D 位 于 直线 AB WAN. 
LARO: 


47 ACB AMI, ZADB=360—(ZADC+ZCDB)=2ZACB; 

%4 Z ACB 为 钝 角 时 ,ADB 一 人 ADC+ ZCDB=360`—2ZACB. 

VA cos ZADB=cos2 ZACB. 

H (GQ 9 CDER. 

Ch mira 

(DCD 为 ~ADB 的 平分 线 ; 

GDA O. D 位 于 线段 AB 的 同 侧 ; 

G) ZADB= Z AOB. 

由 (iD (ii 可知。 “在 名 CO 上 移动 时 (但 C 5 A.B 不 重合 ). 点 DD 在 和 AOB 的 
HEAD F 88.30. OEY CD , 即 AAOB 的 外 接 圆 上 不 含 点 O HAB 05 
中 点 M. 

评注 本 是 运用 了 三 角 方 法 ,关键 在 
AARC 的 形状 讨论 ， 

例 7 RR 与 7 分 别 是 锐角 八 ABC 的 外 接 圆 与 内 切 加 的 半径 , 设 人 A 是 入 ABC 的 三 个 
内 角 中 最 大 的 一 个 ,M 是 边 BC 的 中 点 ,过 点 B.C fE AABC 的 外 接 因 的 切线 , 交 于 点 X. 
r AM 


借助 了 正 、 余 弦 定 理 得 出 四 式 , 另 外 夏 注意 分 


证 法 1 如 图 4-9. 设 0 与 1 分别 是 锐角 人 ABC 的 外 心 与 内 心 , 则 O.M.X = 
线 , 且 AOXCwAOCM， 


y OC 
Mei, 


MCA_OX pep A s I yA 
KADM OA P RAOAMAAOXA KASY R 


下 面具 须 证 明 OMSr. 
因为 人 ABC 是 锐角 三 角 撒 .0 与 1 位 于 入 ABC 内 部 。 


EC OC=R=0A. 
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所 以 ZOBM 


Z IBM. 

HA Z0CM= Z ICM. 

所 以 点 口 位于 所 1LBC 内 部 或 边界 上 - 

所 以 OM<<r 

证 法 2 设 和 ABC 的 外 心 为 DO. 不 妨 设 A22B2C.B EI O.M.X 
在 同一 直线 上 , 记 AX 与 圆 0 交 于 点 DD. 

(DY AOX 不 共 线 时 .如 图 4-10 易 得 XB 一 XM + XO=XD 
XA 所 以 AXAMPAXOD. 


cos ZCOX—cosA. 


* 上 式 显然 成 立 , 


— 2RsinA * sinB + sinC_ 2RsinA » sinB» sinC_ 
¿cos Scos Ë cos Ç 


Aksin sin sin 


所 以 下 一 4sin fisin sin 

下 证 :cosB+cosC>1(*》 

M B60° 时 ,因为 C 祈 B 志 60", 所 以 (* ) 式 成 立 ; 

1 B >60° BÍ , cosB + eosC = cosB + eos(180"~2B) ~ cosB — 
ços2B= cosB(1—2cosB)+ 1. maa 


cosA +cosB--cosC— 1. 


IAH 60° B907, AENA 0<— cosB< HLA cosB(1—2eosB) +1> 
综 上 可 知 (* ) 式 成 立 . 
所 以 让 


=cosA+cosB-+ cos —1 


评注 (1) 证 法 一 是 用 儿 何 方 3 


、 外 不 容易 想到 :证 法 二 是 用 三 角 方 


法 证 明 ,但 必须 有 较 强 的 三 角 知 识 、 
DER 法 解 平面 几何 是 昨 时 ,有 必要 款 记 一 雪 形 中 的 常见 三 外 公式 ,如 


Acos Beos EOR $ r R 9 8 3 AARC 的 内 切 图 .处 


BUPE. ra 表示 人 ABC 5 ih BC HWHH pN Eisin A + sin! B + sint O 
2cosAcosBcosC;cos' A+ cosè B — cos? C= 1 - 2cosAcosBcosC, cosA + cosB | cosC 


2 上 
14 
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一 


aaa s. 


例 8 四 边 形 ABCD ISR TIN. S AB - BC 一 2AD + DC. RIE:8BD CSAC", 
证 明 作 BMILAC 填 M, 作 DN_AC 于 NN, 如 图 4-11. D 


— 
内 为 BM + AC=2S_w =ARB + BCsia Z ABC Z 
=2AD * DC ° sin(x-- BC)—2AD + DC < sinZ ADC (X 
—45,.uw=2DN * AC, AoT 


所 以 BM=2DN, 

设 AC 交 BD FA P.» BIABMPAADNP, 

W BP=2DP.BD—3DP. mau 
MMEM 2 BD` BD» 3B8D- 8P， DP=AP + Pi + 《AP 十 PC 一 


bas 
T^ 


PEVA BBD LIAC 8 R fq P H AC 的 中 点 时 "= 
评注 ”本题 的 已 知 条 件 AB。BC=2AD。DC. 与 三 
此 利用 了 面积 作 工具 s 
例 9 如 图 4-12, 设 人 ABC 内 存在 ,使 得 AAFB= ZBFC 1 
=ZCFA NR BF.CF PM ACAB + D 
1DE, Š D 
分 析 点 下 为 费 尔 马 点 ,AB.AC 的 长 均 可 以 用 AF、BF.CF 表 
示 , 只 需 将 DE 的 长 用 AF 、BF、CF 表示 、 即 可 转化 为 代数 不 等 式 的 ” 
证 时， mi 12 
证 明 设 AF 一 r,BF 一 yCF 
因为 CAFE+ ZAFD= Z 
ZCFD+ ZDF: 
所 以 ZAFE= ZAFD= 60". Z BFE=/CFD=60". 
X Saur =Sam Sos + 


"RI. 
ft p n h Á f W KOMR FPI 


EES] 


BD Tr ssin120 


g5 Ma FF- 
所 以 要 证 AB 十 AC 宇 4DE、 


只 要 证 AT ry y Vr 
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BD DF 


4zy je> 
+>. + PE, 
BA atya y t Fe 


HAREE Va Fryt y + VT Fy FaF rT FaF: , 


只 要 证 2 Va Fayty a Fret 
平方 后 化 简 可 得 S — y: 
即 知 原 不 等 式 成 立 

例 10 已 知 四 边 形 A,A:A;A, 既 有 外 接 圆 又 有 内 切 圆 ,内 切 圆 与 边 A AAA 


2 十 zzf+ysy 
">0. 


AAGAA. 分 别 切 于 上 BB: B. B. 求证 (EY + (By (ph) + 
AA. 
(BR) 28. 


证 明 如 图 4-13, 设 四 边 形 AAAA 的 内 切 圆 半径 为 ", 记 
ZA AA =2a, LA AA, =—28. ZAA A, =2y. LAA A: =20. 
WA A A A A, 四 点 共 圆 . 


Jaty=%,p+0-} 
所 以 e+y 一 笃 ,p+6= 1. 


又 (为 内 切 圆 圆心 ,所 以 OB; 上 
B.B.. 

HVA ZB, B,O= ZB:A:O=a, VA B, B: =2ycosa. 

=2rcosy, B, B, = 2rcosð. 

co10 + reota. 
同 理 ALA, =rcota t reotp， 
AA, 
A.A, 


BUL 8 t 9 f p peet enar y peee peten + 


A1, OB, L A,A;. QA, 1 


een f 


2reosg 
tan8 二 cotz 二 | /cotat cotB\: | ptanatcotg,” | /tana+ tang\: 
=Í + >: 
k k + lamct k ss: 
costa- ata) | cos(a—B) j, siaip ay 


os fvina ` sin'acos'asin”8 sin Acos feos a 
atp) 
*in'acostasin' Acos A 


l acos"acos A 


>32 
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-ii 


cosacos p+ sin’ 
e 


因为 cosacos’ g+ sin asin i 


sin'ñcos ai s 


所 以 只 需 证 


acos” 82>2sinasinBcosacosf, 


isinacosasinjgicosg 


t£%4sinacosasingcos8< 1 

sin2c * sin2981, 

显然 成 立 . 故 原 不 等 式 成 立 . 

评注 

yati kuma RMEBHTZABARTARNKATAMAR 
路 可 以 解 次 以 下 两 

RI (第 TAMON 3 OABC # it AB 上 任 一 点 ,vr ,rr # H y AAMC, 
ABMC.AABC H AA EÈ (Ep: p p 分别 为 这 个 三 角形 的 务 切 图 的 半径 (在 过 AC 且 内 


部 ). 求 证， 
m P p 
HE 2 (第 44 局 IMO 预选 题 ) p. p Da A *a is 
P 5 D, RANEA P. 假设 r. 
HAABD. 


AEAN 与 忆 + 
D AMZERTAP 


ga AB BC PE 
aki C7 PD” 
(2) 凡 有 内 切 较 ,又 有 外 接 园 的 四 边 形 , 称 为 双 心 四边 形 , 双 心 四 边 形 腿 多 性 质 ,有 


兴 规 的 读者 可 以 参阅 f 中 等 数学 2002 年 第 工期. 


XE BIAB 


思考 题 1 AARC HIRAF R — 1. BL EE 39 r ENERE ME ABCH 
内 切 圆 半径 为 尸 , 
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即 知 原 不 等 式 成 立 - 


,使 证 明 过 程 庆 大 简化. 

条 商 线 的 重 足 .重心 与 顶点 连 线 的 中 志 , 这 九 个 点 共 国 , 此 
角形 的 九 点 圆 , 九 点 圆 有 以 下 性 质 : 

角形 的 九 点 图 的 半径 等 干 三 角形 外 接 贺 的 半径 的 一 半 . 


形 的 九 点 圆 国 心 在 “ 欧 拉 线 "上 
重心 . 九 点 圈 图 心 、 垂 心 分 别 为 O.G.K.H. 则 OG=GK=KH= 


2+11:3, 
思考 题 2 已 知 ABCD 是 西 四 边 形 , 求证: Sassu s< 


AB: + BC: + CD' + DA: 


所 以 AShne wo = ab sin B+ c d° sin? D+ 2abcdsinBsinD. Meu 
=e +d:—2cdcosD, 


R a+b —2abcosB= AI 
dÙ L ah? cos? B+ c dt cost D— 2abedcosBcosD, 


2abcdcos(B-+ D), 


评注 本 题 采 用 了 三 角 证 法 ,有 关 四 边 形 问题 的 解决 经 常 借助 三 角形 的 正 、 余 弦 定 


理 , 类 似 地 可 解决 下 是. 


it ABCD 为 妆 四 边 形 ,AB7,BC 一 4.CD 一 5,DA 一 6, 其 面积 S 的 取 值 范围 是 [a， 


b] N atb P 


ARR 


L 求证 ;如 图 4-15, 三 角形 的 三 条 中 级 的 和 大 于 其 三 过 之 和 的 谱 售 . 

2. wM 4-16. £ N ñ # 9 ñ # ABCD F.AB=a, BC=b6,CD= c. ZABC= 120°, 
LABD=30". 求 证 :Dc>atb;(2)| Ve Fa veT5|= vc=a=5. 

3 如 图 4-17, 已 知 点 K. 上 M,N 分 别 在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 AB、BC.CD、DA 上, 
设 Si = Sany Se a +S, = Saam S, = Semus +S” Saa sann. 
+ 


"1 
Á £ 


Maas 图 4-16 图 4-17 
4. 如 图 4-18, 已 知 石 四边 形 ABCD 的 面积 为 1, 求 证 :顶点 分 别 为 AC,AD、BD、BC 


的 中 点 的 四 辽 形 的 面积 小 于 直 。 

5. 求证 :在 任意 三 角形 中 ,不 等 式 S032 ORLON R 1. abe 是 三 角 
形 的 三 边 长 vav8.y 分 别 是 各 边 所 对 的 内 角 、 

6. 已 知 AABC 的 外 楼 国 半 经 为 尺 , 周 长 为 忆 , 面 积 为 S, 求 的 最 大 入， 


+ Win r a = a BC 
T. 如 图 4-19, 记 AABC H ñ BD H AB.BC.CA + PQR RE PQ TQR 


8. wE 4-20.C,.C, 为 同心 眼 , 轿 Cs 的 半径 为 图 C, 的 两 倍 ,四 边 形 AAA,A, 内 接 
PECAK AAAA AA AA XE C, f B.B, B.B. 求证 ;四边 形 
B B:B:B, 的 周 长 了 上 BAPAAAA 的 周 长 也 的 2 倍 , 并 指出 "一 ”成立 的 条 件 . 


108 


图 4-18 mas 图 4-20 
9. P R AABC 内 一 点 ,求证 : ZPAB.ZPBC. ZPCA 中 至 少 有 一 个 小 于 或 等 于 


10. AABC 中 ,LA Ñ 9 9 5 BC.CA.AB 分 别 切 于 点 AA,、B, .Ci ,AB 内 的 旁 切 
Es BC.CA.AB 分 别 切 于 点 A:.B:.C,, ZC 内 的 宠 切 加 与 BC .CA、AB 分 别 切 于 点 


A,.B,.C,. RAA.B,C,.AA:B.C;. . AA;B.C, 的 周 长 之 和 与 AABC 的 外 接 辆 半径 之 比 
的 最 大 值 . 
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第 2 讲 几何 变换 


=e 知识 点 金 


德 因 科学 家 克 莱 因 在 1872 年 提出 ,平面 几何 是 研究 平面 图 丧 在 运动 .变化 过 程 中 的 
不 变性 质 和 不 变量 的 科学 ,而 几何 变换 作为 一 种 现代 的 数学 思想 方法 , 正 是 采用 运动 , 变 
化 的 观点 来 研究 平面 几何 的 . 首先 , 它 用 "运动 "的 方法 去 处 理 几何 对 像 一 一 通过 平移 , 旋 
转 , 反 射 ,相似 等 手法 把 几何 对 象 "变换 "到 所 筑 的 位 置 或 变 为 所 需 的 图 形 ,使 问题 得 到 解 
决 ! 其 次 ,通过 巧妙 地 运用 运动 (变换 ) 不 变 必 , 可 以 得 到 许多 特殊 的 结论 . 因此 , 儿 何 变换 
已 经 成 为 解决 半 面 几何 问题 的 一 个 极为 有 力 的 工具 ,运用 几何 变换 解决 平面 几何 问题 ， 
往往 能 在 很 大 程度 上 简化 我 们 的 思维 过 程 , 且 如 果 将 几何 变换 与 传统 方法 有 机 地 结合 起 
来 , 则 这 种 效果 更 加 突出 ,中 学 常见 的 变换 有 合同 变换 ,相似 变换 

1. 合同 变换 

保持 两 点 距离 不 变 的 变换 . 

《1 基本 性 质 

合同 变换 具有 下 列 性 质 : 

全 合同 变换 的 道 变换 仍 足 合同 变换 ; 

加 连续 进行 两 次 合同 变换 所 得 的 结果 仍 是 合同 变换 ; 

回 在 合同 变换 下 共 线 点 变 为 共 线 点 , 共 点 线 变 为 共 点 线 ,射线 变 为 射线 , 角 变 为 相等 
的 角 , 三 角形 与 其 他 几何 变形 变 为 同 它 全 等 的 几何 图 形 , 由 此 可 见 ,在 合同 变换 下 ,图 形 
的 形状 大 小 均 不 变 . 

2) 合同 变换 的 三 种 特殊 形式 

外 平移 变换 

Ba 为 已 知 向 量 ,T 是 平 曾 上 的 变换 .如 果 对 于 任 一 双 对 应 点 P、P', 总 有 P 六 =a, 那 
么 工 叫 作 平移 变换 , 记 为 TCa) ,其 中 a 的 方向 呀 作 平 移 方向 ,1a| 叫 作 平移 距离 . 

在 平移 室 换 下 .直线 变 成 与 它 平 行 (或 重合 ) 的 直线 ,线段 AB EIRE A'B’, HAB 


SRBE TCe) 变 换 下 .点 入 变 为 A'. 图 形 下 变 为 F', 可 表示 为 A 人 A.F Tip. 
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回旋 转 变换 

设 口 为 平 血 上 一 定点 .8 为 有 向 角 ,R 为 平面 上 的 变换 ,对 于 任意 一 双 对 应 点 P、P'， 
总 有 OP=OP'. 人 POP'9. 那 么 变换 尺 叫 作 以 O 为 旋转 中 心 ,9 为 旋转 角 的 旋转 变换 ， 
记 作 ROD ,其 中 有 向 角 和 POP' 规 定 方向 是 始 边 OP 向 OP" 旋转 方向 ,一 般 取 逆 时 针 方 
BJ E. 

与 平移 变换 类 似 ,旋转 变换 记 为 F 
A'B'.B PAB 所 成 比 与 P' 分 A'B' 所 成 比 相等 . 则 记 
T MJ 3 U BUR i E fi H 0. 

加 反射 变换 

设 ! 是 平面 上 -定点 线 ,S 足 平 面 上 的 变换 ,PP 为 一 双 对 应 点 , 若 线段 PP 被 ! T 
分 , 则 S 叫 作 反射 变换 , 记 作 SOD .两 对 应 点 的 变换 用 A AR 
相似 变换 


荐 在 丙 个 贺 形 上 与 上 之 间 , 满 是 :F 上 任意 两 点 A ,有 的 距离 与 其 存 F' 上 的 对 应 点 
A'B’ 


A'.B' 的 中 A 一 人,(A>0 为 常数 ) , 则 对 称 图 形 下 与 FF' 为 相似 形 , 而 把 下 变 为 F” 


ROD ROM 


F 在 旋转 变换 下 ,(i) 若 直线 AB 一 ~ 


RO ROD 
É PGDE HR /一 一 一 


OA 一 A(k 关 0 的 常数 ), 则 称 下 sr 为 位 似 图 形 ， 定点 O Abh 
a 似 比 ,当下 与 户 的 对 应 点 的 排列 顺序 相同 时 ,F ü F” fk 29 Dh u fu E E 
(k -0.0 为 外 你 伺 中 F 和 天 上 对 应 点 的 排列 顺序 相反 时 ,F ffl F” 39 8 (ü f 8 E 
LDO 为 内 位 似 中 心 六 tu 4-21. 


e € " 
o a 
B B' 
Ç 4 E 
man 


位 似 变换 是 一 种 特殊 的 相似 变换 . 它 除了 县 备 相似 变换 的 各 种 性 质 外 ,最 为 明显 的 
性 质 是 变换 前 后 不 经 过 位 似 中 心 的 对 应 线段 平行 . 这 一 性 质 常 被 用 来 证 明 线段 平行 . 
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Q Da 


例 1 若 AABC 的 外 接 圆 的 圆心 为 0,A' 是 边 BC 的 中 点 ,AA' 与 外 接 圆 交 于 点 A”, 
A'Q. LAOS Q. fE AO 上 ,过 点 A WIRK AQ, 相交 于 P., 用 同样 的 方式 ， 
可 以 构造 点 P, M P... RE P. ZARR. 

证 明 如 图 4-22, 把 人 ABC 位 似 变换 到 和 4 B'C ,AAABC 的 


重心 为 位 似 中 心 ,位 似 比 为 一 圳 ,此 时 AO ERT ANJER N 是 A 
九 点 贺 的 圆心 \ 


FVL A'N /AO,A'P, LAN. o) d 
所 以 4'P. 8k Ju NAI DIR. i s". 

8 0ZOAB+ .<C=90", 不 妨 设 AB<AC,. 图 4-22 
MZBAA' + ZA'AO+ ZC=90" 


X ZP.A"A'= ZBAA'+ ZC, Z P.A'A"=90°*— ZA'A0. 
HALPAA’ =ZPA'A" KVA AP. = A”P.. 
DO 与 九 点 圆 的 根 轴 上 . 


《1) 先 证 P, 在 某 一 定 直 埃 上 ,再 说 明 另 二 点 也 在 该 蚂 上 ,这 也 是 证 明 三 点 共 线 的 党 
用 方法 , 尤其 是 像 本 题 P.P. 就 是 周 理 作出 的 ,更 常 采用 这 种 方法 . 


《2) 三 角形 和 它 的 中 点 三 角形 是 以 重心 为 位 似 中 心 ， 为 位 似 比 的 位 似 形 . 此 时 三 


角形 的 外 心 与 厌 点 围 页 心 是 一 应 点 .这 一 结论 要 能 掌握 . 
,分别 以 AABC 的 三 边 
三 个 圆 两 两 舞 于 O 〇 的 交点 分 别 
Ë KLM. RIE: A O R AKLM 的 内 心 . 

证 明 设 A'.B'.C 分 别 是 边 BC .CA.AB 的 中 点 . 如 图 4- 


23. 


IN 39 OA' LBC. B'C' / BC. 
所 以 O4 上 BC 

同 理 OBLA 
所 以 点 是 人 A'B'C' 的 要 心 . 


Pe 


又 因为 BC' 是 KO NPER. 

所 以 KO 的 中 点 是 天 "是 点 O 在 B'C 上 的 射影 . 
设 LO 和 MO 的 中 点 分 别 为 上 M. 
MWAK'UM' R AA BCE E = fi. 
所 以 点 口 是 人 KR" 


评注 水 是 的 证 明志 入 的 要 心 是 它 的 委 足 三 角形 的 内 心 这 个 结论 ， 

例 3 已 知 点 .B.C 人 在 某 平面 上 , 设 D.E、F.G、H .I 是 同一 平面 上 的 点 , 且 使 得 
AABD.ABAE.ACAF.ADFG.AECH.AGHI 是 正定 问 等 边 三 角形 .求证 :点 是 线 
BAI 的 中 点 . 

分 析 题 中 有 很 多 定向 等 边 三 角形 ,因此 可 以 利用 旋转 变换 证 
m. 

证 明 ”如 于 4-24 所 下 的 情形 
地 证 明 .在 AADF 和 ACGF 中 ,有 

AF=CF.DF=GF,/ DFG= ZAFC=60", 

所 以 AADF E ACGF, 

同 理 HC=HE,.HG= HI.ZCHE— ZGH1=60° 


所 以 AHCG E: A HEI. 
Rin. ian 


.B,C 的 位 置 改变 时 可 类 似 


XAD- 
所 以 AE=AD=C 
即 知 点 E ERB AI 的 中 点 


El 与 AD 的 夹 角 都 等 于 120"( 顺 时 针 ), 即 A.E. 


圆 w sw: 作 切 线 2.1. van 上 ,使 得 CTOA= ZAO: Ti, B] a 
上 过 点 T, 的 切线 与 T, 的 切线 与 5 相交 于 点 M; ,证 明 : 线 
E M.M; 的 中 点 位 于 一 条 不 依 琅 于 点 TT 位 置 的 直线 上 . 

证 明 PLA 为 中 心 , 作 系数 为 &(k>0) 的 同位 相似 ,将 图 ww 变 为 与 图 o 相等 的 圆 


必用 带 各 的 同一 字母 (连同 原来 的 下 祭 ?表示 各 个 点 和 各 条 直线 在 该 变换 之 下 的 象 . 设 


在 此 对 称 之 下 ,T: EH T: 


所 以 AM: M ,一 KAMICK RRETA T 和 T. 的 位 置 ) 
所 以 不 论点 T, Te 的 位 置 如 何 变 化 ,所 得 的 人 AM, M, 都 彼此 为 同位 相似 (因为 M. 、 
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M. 分 别 位 于 直线 hd 上 .它们 都 经 过 点 只. 且 位 于 直线 AB, 的 不 
同 便 . 而 比值 AM: : AM: 为 常数 ). 由 此 即 知 ,线段 M.M. 的 中 点 位 
于 一 条 固定 的 经 过 点 A 的 直线 上 . 

评注 本 是 的 证 明 实 质 是 反射 变换 与 位 仅 变 次 这 两 种 变换 的 
结合 . 

例 5 将 人 ABC 的 外 接 圆 沁 作 9 .点 P ENAA 上 . 将 人 ABC 
的 分 别 与 边 BC .CA AARAA CEE 1 l RIE: ALCP 
LA 1CP 的 外 心 连 线 的 中 点 就 是 加 的 圆心 

证 明 如 图 4-26, 设 线段 hla 的 中 点 为 M. 


ËB AI LAL RA MA= 二 Tu- 


同 理 MB- EIn 


所 以 M 是 四 边 形 ATn1sB WWE. F LZALB= + 
ZAMB. 


XZAIB—- 1480 ZABO -L ZBA 


所 以 ZAMB= ZACB. 

C.M 都 在 图 周 @ k. 

M=MB.MJ M RAM 1: 38 CD. 

设 l .M 分 别 是 线段 Cl CIs CM 的 

则 点 Da Ta MAE On On O 在 直线 TI， 上 的 投影 (其 中 Ox On O 分 别 是 
DOn O 部 在 线段 CP 的 中 垂 线 上 . 

所 以 要 证 题目 结论 ,只 人 须 证 明 M ERR IAN a 的 中 点 ,因为 点 M 是 线段 ala 的 中 


而 点 P Do MI R Lada M 以 点 C 为 中 心 作 | 位 相似 得 到 ,位 似 系数 为 二 


评注 为 证 〇 是 OOs 中 点 ,只 需 证 MET, 中 真 ,而 利用 位 似 变 换 , 只 需 证 M 是 
hho 中 点 , 阶 这 结论 比较 容易 证明 . 从 此 是 体会 到 利用 几何 变换 证 题 的 简便 之 处 、 

例 6 如 图 4-27. 正 方形 ABCD f @O HARA O, JN O 于 A“. 同 时 与 直线 AB 
和 AD HHA O: .OO 都 以 类 似 的 定义 给 出 ,BC D'ANAR O; .0,、0, 与 @O 的 
切 点 .求证 :直线 AABB CC .DD' 共 点 . 

证 明 过 圆心 O fE AB..AD 的 垂 线 ,如 图 4-28, 分 别 交 圆 O FPM N QR 
P..Q.M.N ff B| O 的 切线 ,构成 一 个 正方 形 . 记 为 4 BC"D“ 

因为 加 0; SB O 关于 点 A“ 位 似 、 


Pe 


所 以 4 .4 AHR. 


£ coe r 
E 
aj [e 
F 2r 
gAg x o 
L F c 
图 4-27 mas 


同 理 B'、.B、B" 共 线 ;C'.C.C 共 线 ;D',D.D" 共 线 . 

又 因为 正方 形 ABCD 与 正方 形 A“B- 

K AA” BB" CC .DD 过 其 位 似 中 心 . 

所 以 A'A.BB'.CC' 和 DD' 共 点 . 

例 7 在 边 长 为 a.b.c, 各 边 所 对 的 内 角 为 a.p.7 的 人 ABC 内 有 点 P 和 QQ, 使 得 
ZBPC=Z/CPA= ZAPB=120°. /BQC=60°+a, /ACQA=60'+B, ZAQB=60"+y. R 
üE: (AP+HBPHCP) + AQ * BQ + CQ— labo)’. 


证 明 设 ACBD 是 经 过 AAHC 的 边 BC 向 外 构造 的 等 边 三 角形 ,将 ABPC 绕 点 B 
Witt 046 60" 至 BED. 
即 ABPC RO S, A BED mi 1-2 


易 得 ABEP 是 正三 角形 . 
因为 <APB 二 一 BPR=120 +60°=180°. 

ZPEB+ /BED=60°+120"= 180°. 

所 以 A.P.F.D 四 点 共 线 . 

所 以 AP+BP+CP—AP+PE+ED-AD. 外 


ma 图 4-30 
令 尺 是 全 ABC 内 的 一 点 , 且 使 得 人 ARCc>A 人 ABD, 如 图 4-30 所 示 , 则 人 RAC= 
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LBAD<a, LRCA= ZBDA= ZBCP<y. 


LARC= ZABD=60°+B. 
BEDLAABROAADC, ZARB= 
ih ZARB=60" + y= ZAQB #ZARC= 


AQ e 

HOMON l -APFBPFCP' 

BAP+BP~CP) + AQ=be. 同 理 (AP+ BP+CP)* BQ=ca,(AP+BP+CP)» 
b. 

式 相 乘 得 (AP+BP 一 CP)"AQ * BQ CQ= tabo). 

评注 本 题 证 明 过 程 中 实质 上 用 到 了 旋转 变换 和 位 似 变换 的 复合 ,也 叫 位 似 旋转 变 


h. 

例 8 人 ABC 中 ,ACBC.1 为 其 内 心 , 设 已 是 AAIB 的 外 接 圆 在 入 ABC 内 部 的 加 
弧 上 一 点 ,过 尸 分 别 平行 于 CA 和 CB 的 真 线 交 AB T ë D 和 ,过 平行 于 AB 的 直线 
CA TF. CB T 明 :直线 DF 与 直线 FG 的 交点 在 AABC 的 外 接 贺 上 . 

证 明 如 图 4-31， ` 

因为 APDE 与 ACFG 的 对 应 边 互相 半 行 , 昌 DF 与 EG 不 平 
ii. 

BAK 8 4 = f 6 AE tt. 

#APDE 与 ACFG 是 位 似 的 . 

所 以 DI CP 交 于 一 点 ,即位 似 中 心 - 

下 证 :车 CP 交 AABC 外 接 国 于 点 Q, 则 Q 是 DF 与 EG 的 交 图 4-31 
A 


WA ZAQP=ZABC= Z BAC= Z DFC. 
所 以 A.Q.P.F 四 点 共 贺 . 


所 以 ZFQP=LFAP,XLIBA= 


ZCBA=+ZCAB= ZIAC, 


所 以 CA 与 AAIB 的 外 接 圆 切 于 点 A. 

所 以 CPAF= 人 DBP. 

由 AQBD= LQCA=LQPD 得 D.Q.B.P MARN, 
所 以 LZDBP 一 人 DQP. 

所 以 ZFQP= 人 LPAF=ZLDBP= 人 DQP、 

所 以 F.D.Q 


AAG EQ 三 点 共 线 . 

所 以 DF.EG.CP 与 人 ABC 的 外 接 圆 交 于 同 - Q. 

例 9 四 边 形 ABCD 外 切 丁 加 .A 和 LB 的 外 钊 半分 线 相交 于 点 K ZB MLC 的 
外 角 平分 线 相交 于 点 L, ZC 和 人 D 的 外 角 平分 线 相交 于 点 M. ZD fa ZA 的 外 角 平分 
线 相交 于 点 N. 设 AABK . 八 BCL,ACDM、ADAN 03. PJN K, .Li .Mi Ni RIE: 
四 边 形 K.L, M.N, 是 平行 四 边 形 . 
证 明 如 图 4-32. 
将 四 边 形 ABCD 的 内 心 记 作 O. 
由 题 意 OAL NK.OB L KL. 
BIX AK, LKB,OBT KB, 
所 以 AK, //OB. 
同 理 BK, /0A, 
所 以 四 边 形 AOBK, 是 平行 网 边 形 . 
所 以 点 K, 可 以 由 点 A FAK, =0B14 3. 
同 理 点 1 可 由 点 C 平 移 一 个 向 量 0 得 到 . 
MAK L = AC. MENM = AC. 
所 以 四 边 形 KLM, N, 是 平行 四 边 形 
例 10 两 圆 外 切 于 点 A, 且 内 切 于 另 一 © 于 点 B.C. 令 D 为 小 图 内 公 切 线 制 站 的 
弦 的 中 点 .求证 : 当 B.C.D 不 共 线 时 ,A 是 ABCD 的 内 切 圆 的 圆心 


好 
BM o 


Wo N 
© NE 


maa LEESI 

证 明 以 A 为 反 演 中 心 ,r(r 为 任意 正 实数 ) 为 反 演 半径 作 圆 4-33 的 反 演 得 到 圆 4- 
URON ÓN 成 为 两 条 平行 的 (GO 的 ) 切 线 r; T ,直线 MADN 反 演 后 成 为 一 
条 平行 于 FY 的 直线 .D" EON 外 . 

KE A X ABCD 的 内 切 圆 圆心 .只 须 证 A 到 BC.CD. BD 的 距离 相等 , 且 A 在 
ABCD 的 内 部 , 即 A4B' C AAB: D: AAC D 的 外 接 圆 半径 相等 ,由 正弦 定理 可 
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A, RAER ZAB C 
由 加 天 定理 有 (4 


ZAD:C' ,ALAC' B* =ZAD' B`. 


zy AD 一 AM .AN 


所 以 AD + Al 
则 AT DT 


AN-. 
AM: -AN HAT ĊSM T'ON TBT OCT. 


> E. «W tan ZARB’ C' 一 tanZAD'C' , 


因为 <4B' C .ZAD'C EW), 
所 以 ZAB*C* — ZAD` C. 
同 理 ZAC B` = ZAD' B'. 
所 以 原 命 是 成立. 
评注 kH 
变换 , 它 的 具体 性 质 读 者 


了 反 演 变换 , 反 演变 换 是 平面 几何 中 的 一 类 非常 重要 的 几何 
可 自己 翻阅 痕 报 网 教 投 著 的 《几何 变换 》 一 书 . 


XE Sosa 


思考 题 1 人 ABC 的 一 个 旁 切 阅 与 边 BC 相 切 于 点 A ,过 点 A' 作 一 A 平分 线 的 平行 
GIER u MEAR DUE PE th ER b Ac. 求证 :直线 a b. 相交 于 同一 点 . 

证 明 如 图 1-35, 设 人 ABC 的 内 切 加 分 别 与 它 的 各 条 边 相 Á 
HFPA B CBA A EZA 半分 线 的 平行 直线 ol. 

AHAABC 是 等 腰 三 角形 ， 

所 以 人 A 的 平分 线 垂直 于 B.C, .所 以 w LBC. 

即 4 经 过 AAA BC 的 边 B.C, 上 的 高 . 

设 全 ARC 的 各 边 中 点 分 别 为 4， .B..C.. 


因为 人 入 B,C SAABC 同位 相似 ,相似 比 为 二 . 
所 以 人 A 的 平分 线 与 人 A 的 平分 线 平行 . 记 人 A,B:C; 的 内 心 为 S. 


p 


BAHASA 与 边 BC 中 点 A. PE. 

EXT 的 对 称 变换 ,此 时 直线 u 变 为 直线 a, 在 这 个 变换 之 下 ,人 A1BC 的 各 
条 高 线 分 别 变 到 直线 a.b.c 之 上 . 因此 ,这 三 条 直线 相交 于 同一 点 , 且 该 点 是 人 A1BIC 的 
重心 关于 点 S 的 对 各 

思考 题 2 AABC 是 锐角 二 角形 .在 人 ABC 8) Ff SE ADAC.AEFAB.AFBC. 
B DA — DC, EA — EB. FB = FC. ZADC—2 Z BAC, Z BEA = 2 Z ABC, ZCFB — 2 
ZACB. ik D RHR DB 与 EF 的 交点 .已 是 EC 与 DF 的 交点 .F' 是 FA 与 DE 的 交点 ， 
R t ER. 


解 因为 AAARC 是 锐角 一 角形 , 则 一 ADC、 BEA 


“DAC+ Z BAC+ Z BAE=x— ZABC-Cx, 
同 理 /EBF<r. Z FCD: 
所 以 六 边 形 DAEBFC ÆA AWE. H438 
H ZADC+ Z BEA+ ZCFB=2(ZBAC+ ZABC } ZAC) = 


设 w vw: von 分 别 是 以 D.E EB .FC 为 半径 的 圆 .由 ADC+ 人 BEA 
+Z CFB=2=. Wi AM, H O. tn +-36.W O Jš C 关于 DF 的 对 称 点 . 问 
ALO WEA 关于 DE .B 关于 EF 的 对 称 点 


y DB DD +DB_ |. DB_ 1, Son 
SO” pO i a  sss 


L 如 到 4-37, BAË ABCD AAF So. ñ AB 和 CD F £ Ë R 2 T AO Wo 
与 边 BC AJ 5 K.E 53 AB 和 CD 所 在 的 直线 都 相 切 :图 ur 53k AD 38854 K L, 
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且 亦 与 边 AB 和 CD 所 在 的 直线 都 相 切 . 现 知 志 OLK ËR, RE BC # AD 的 中 点 
ARA w 的 交心 RR. 

2. 如 图 4-38, 给 定 驳 个 团 , 其 中 一 个 圆 在 另 一 个 内 部 , 吾 两 圆 相 切 于 点 N. 外 国 的 弦 
BA 和 BC 22 3| 5 8390 + 2 K 和 M. 设 不 包含 点 N 8 RAB46C n PAAIE Q 和 
P. ABQK #ABPM 的 LEES ZSA B,. 求证 ;有 PB,Q 为 平行 四 边 形 . 

3, 如 图 4-39.ABCDEF 是 一 个 凸 六 边 形 ,P.Q、R 分 别 是 直线 AB 5 EF.EF 与 


CD,CD 5 AB 的 交点 ,S、T,U 分 别 是 BC 与 DE、DE 与 FA FA 与 BC 的 交 志 , 求 证 :着 
AB: RP=CD: QR—EF : PQ.3l 


LEEG M 4-38 网 439 


4, 如 图 4-40,ABCD 为 现 内 接 四 边 形 .4 已 与 CD 交 于 下 ,AD 与 BC XF F.AC 5 
EF 交 于 MM, 求 证 :M 为 EF 的 中 点 的 充 要 条 件 是 MC * MA==MI 


5. 如 图 4-41, 一 个 大 正方 形 PQRS, 延 长 PQ.QR.RS.SP 与 大 正 
方形 依次 突 AC=BD. 


6. 如 图 4-42, 在 人 ABC 中 0", ZABC=60°.D f E # A) Eit AC 和 AB 
E 9 A o £ 88 ZCBD=40°,ZBCE=70",F 是 直线 BD 和 CE 的 交点 ,求证 :AF_L BC. 


LIEU Mai mie 


7. 如 图 4-43, 人 ABC 的 外 心 为 (),M f: N # SÍ 38 AB 和 BC k 8 & . E 2ZMON 
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一 人 BOC, 求 证 :AAMN 的 周 长 不 小 于 边 BC 的 长 . 
8. wE 4-44,O É GN k Ë ABCD 的 两 对 角 线 的 交 
重心 的 连 线 与 公 BOC 和 入 DOA I $b 6 t k E S$ E. 
9. 如 图 4-45,M 为 等 对 直角 入 ABC 的 直角 边 AC 的 中 点 ,过 直角 项 点 入 作 BM 的 
#8 ZA BC T D. Rü; ZCMD— ZAMB. 


求证 :AAOB 和 ACOD 的 


M 4-45 
CD 是 角 平 分 线 , tt AABC 的 外 心 作 
ACD 的 平和 线 交 AB + F.R ü ,AE=FD. 


10， 如 图 4- 


a g 


图 4-46 图 4-47 
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平面 几何 中 常用 的 解 题 方法 


de 知识 点 金 
L 三 角 函数 法 


利用 正弦 定理 , 余 驶 定理 将 平面 几何 中 的 边 角 关系 相互 转化 ,通过 三 角 函 数 的 变形 
公式 达到 证 题 的 目的 . 

2. 解析 法 

建立 适当 坐标 系 .引进 某 角 作为 参数 ,用 其 表示 点 的 坐标 \、 曲 ( 真 ) 线 方程 , 然 
三 角 处 理 使 问题 获 解 . 

3 复数 法 

由 于 复数 与 平面 上 的 点 存在 着 一 应 关系 ,所 以 诸如 规则 图 形 ( 正 方形 .等 腰 直 角 
三 角形 ,矩形 . 圆 ) 等 的 几何 问题 ,可 通过 建立 坐标 系 即 复 平面 ,利用 复数 方法 求解 . 

4 向 量 法 

H 大 小 和 方向 的 量 称 为 向 量 , 其 大 小 称 为 模 , 用 1a1 表 示 , 这 样 , 平 面 几何 问题 可 
用 " 数 形 结合 "的 方法 而 求证 . 

5. 几何 法 

所 谓 几何 法 ,就 是 恨 据 平面 几何 的 定义 .定理 ,通过 演绎 推理 来 证 明 ( 或 计算 ) 平 面 几 
何 问题 的 方法 ,这 是 解决 平面 儿 何 问题 的 常用 方法 . 

6. 变换 法 

常见 的 初等 几何 变换 有 反射 .平移 .旋转 .位 似 等 等 ,应 用 几何 变换 的 思想 处 理 几 何 
问题 ,可 以 化 繁 为 简 , 迅 速 找到 解 题 思路 - 

7. 面积 法 

面积 方法 实际 上 是 借助 于 面积 公式 的 一 种 计算 方法 . 由 于 面积 既 有 代数 的 意义 .又 
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有 几何 的 含义 .因此 在 几何 证 明 中 面积 方法 占有 特别 重要 的 地 位 . 


Q anea 


例 1 在 直角 人 ABC 中 ,AD 是 斜 边 BC 上 的 高 ,过 AABD 的 内 心 与 AACD 的 内 心 
的 直线 分 别 交 边 AB 和 AC T K f L. AABC 和 和 AAKL 的 面积 分 别 记 为 S fm T. 3 
S>2T. 

证 明 (几何 法 ) 如 图 5-1, 将 AABD 和 人 和 ACD 的 内 心 分 别 记 为 
M.N. 由 于 入 ABDc?ACAD, 故 有 对 应 线段 之 比 等 于 相似 比 , 即 

DM! DN= BD : AD. 

又 CMDN= ZBAC=90°, 

故 有 AABDwANMD， 

从 而 对 应 边 的 交角 相等 , 即 

ZLKA= Z BDM=4;'. 

这 表明 人 ALK E WE T( f = fW. 

又 因为 AAMKS2AAMD， 

所 以 AK=AD=AL， 

于 是 得 面积 


2T=AK* AL=AD'= 


AC AB + AC _1 
AC 2AB + AC 

@2 如 图 5-2.@O, 500: MAABC 的 三 边 所 在 直线 相 切 ， 
EFG H 为 切 点 , 且 EG 和 FH 的 延长 线 交 于 PP 点 ,求证 :PAL 
BC. 


AB。AC=S, 即 S>2T. 


„B 
=90°—_ y. 5-2 
-7 图 


在 APBE 和 APCF 中 ,连结 PB、PC， 
PB° = PE: +BE' —2PE - BEcos(90°—$), 


} 


B 


PC =PF +CF'—2PF + CFeos(90°— 
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B 


As T a(b--O(sinC— sinB) 
wn BEC Sin(B+ 
nF 
=AB:—AC:. 


延长 PA ZBC T D iZ PDB=a. Z PDC 
则 由 余弦 定理 ,得 PB = PD: + BD’ —2PD + BDcosa. 

PC = PD'+CD'—2PD 。 CDcos8. 

AD: +BD: —2AD + BDcosa, 

AC =AD' +CD' —2AD + CDcos8. 

ACPD + CD— AD * CD)cos8= (PD * BD—AD + BD)cosa. 
Xat, ,由 上 述 易 知 a=90°. B PA | BC. 
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证 法 2 (解析 法 ): 以 上 为 原点 ,EF 所 在 直线 为 + 轴 , 建 立 直 
角 坐 标 系 (图 5-3). 

由 条 件 , 易 知 EB— CF. GO, MEEA ROO: 的 半径 为 
坐标 为 (ec,0), 则 下 点 坐标 为 (5 二 c.0),O, 点 
坐标 为 (6 十 cr), 于 是 @ON 的 方程 为 
* , 即 


a +R)? 
riy —2Ry 
OO: HARA (+O) +(y—r'= m, m 
ty 2bt Or 2ryt bc =—0. 

EG GO, 关于 点 C 的 切 点 弦 , 其 方程 为 


cr+0。y 一 2R .2 二 0=0, 即 cr 一 Ry=0. 


FH ROO: 关于 点 BB 的 切 点 弦 , 其 方程 为 _ 
z+b 3+0 
2 2 


加 十 0，y 一 206 二 ec) * 2r H+ =0, W 
crtry—etbte) =0. 


由 图 , 辐 , 得 交点 P OBEH 


OA_OS_R 


WA AAO SVAAO: H A} 


AO; O;,H r° 

由 定 比分 点 坐标 公式 得 A 点 的 横 坐 标 为 
R 

Sy PF pepa: 

K R R+r 


所 以 ze = ras 

所 以 PA # É T x 轴 , 即 PA L BC. 

例 3 如 图 5-4, 在 AABC th .AB= AC. D # BC 中 点 ,DELAC 
FEF E DE 中 点 .求证 :AF LBE. 

证 明 证 法 1( 三 角 函 数 法 ): 连 结 BF i AB=AC=a.ZABC— 


a, W ZADE= a. AD= asina, AE = ADsina —asinta, DF— FE-+DE 


= asina 
T'asinacosa, 


在 ABDF tH, BF: = BD' + DF' —2BD * DFcos(90° +a) 


,连结 DO: 必 过 A 点 


,连结 O, H O, 


@ 


所 以 BF? — DF? 一 BD: 一 2BD * DFcos(90°+a) 


1 
=ai cos’a ~ 2acose * +asinacosa * (— sina) 


=a'cos'a(1+ sin'a). 
sin'a=at(1—sinta) =a cos*al l +sin*a), 
所 以 A. 一 下 区 
同 例 2 的 证 法 一 中 最 后 几 步 , 易 证 AFL BE. 
证 法 2 (向 量 法 ) :如 图 连结 AD. 
BNAF - BË=AF - (BC+CE) 
- (10+ 3DE) + BC+ (AE+SED) -TŒ 
-AD. BC+IDE. BC+AE. CE+ -LED . CE. 


MB AD1 BC SAB. BC =o, 
由 DE AC. 7 


BAP BE=AE. CE IDE. EC 
一 一 (4 六 | ICEI+DE. (DE+EC) 


FUL AFL BE. 


例 4 已 知 4 为 平面 上 两 半径 不 等 的 9O MOO 的 一 个 交点 ,外 公 切 线 P, P, 的 切 
点 PPa -条 外 公 切 线 的 切 点 为 Qi Qi. M, M: 分 别 为 P,Q,. P:Q, 的 中 点 .求证 ， 


LOAO:= ZM.AM:. 

证 明 如 图 5-6, 由 于 图 形 关于 直线 OO 对 称 , 故 PQ. 
PQ: 以 及 公共 纺 AB 均 重 直 于 OO:. 故 M, „M; 在 OO 上 ,又 由 
AMAA HIER B PE ME. B iE APOM; co A, P,Q.M.. i> 8 B| 2: 3t #£ 2 
P, P: F C.M PiC=CA + CB=CP}, 8 P.C=CP:, RV AB ¥ 
S} M, Ma. 

现 以 AB 9 HM AOAM, 反射 到 AO:AM: , 则 O: 在 
0,0; E.R AO. =A0';,Z0',AM, 


所 以 <OAM = OANM = ZO,AM:. 
Br 1 ZO, AO; = ZM, AM: ,得 证 . 
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评注 KAHAR RH ANZAM, 5 ZO,AM, 集中 到 一 个 三 角形 内 ,条 件 
集中 ,从 而 使 问题 得 以 顺利 解决 . 

例 5 是 否 任意 一 个 止 2" 边 形 都 可 以 分 解 为 若干 个 蓉 形 ? 

解 我们 证 明 一 个 更 广 的 结论 , 即 任意 一 个 正 2n 边 形 当 它 的 各 对 
对 边 平行 时 都 可 以 分 解 成 为 若干 个 环形 . 

当 w=2 时 ,因为 等 边 四 边 形 本 身 就 是 萎 形 ,所 以 结论 成 立 . 


设 结论 对 某 个 n2>2 成 立 , 并 设 正 2(n 十 1) 边 形 A A.B, Bi 
B, 1 满足 所 设 的 条 件 . 设 点 Ci 一 AtvC，…C-C.- 一 4 是 点 Bi,B;， 
0,B,,B,-, 沿 向 量 B,-; 信 ,的 方向 平移 而 得 到 的 点 (如 图 5-7), 则 图 5-9 


,Burt siml 
由 于 所 有 BC. 是 平行 的 ,所 以 四 边 形 CBB, Ca MEER HE A.C, 一 CiC: 一 … 
ACC... BB, NAA ,因此 2n iB A.A; 满足 所 设 的 条 件 , 由 归 

纳 法 假设 , 它 可 以 分 解 为 若干 个 萎 形 ,从 而 正 2(n+ DUE A A An B. B B, 0 

分 解 为 若干 个 姜 形 ,结论 证 毕 . 
评注 本 题 是 利用 平移 变换 将 问题 转化 化 归 , 从 而 有 效 求解 的 
例 6 在 正方 形 ABCD 的 内 部 作 等 边 三 角形 ABK .BCL .CDM WADAN. 证 明 四 

线段 KL.LM.MN.NK 的 中 点 和 八 线段 AK .BK、BL、CL、DM.CM、DN、AN 的 中 点 是 

-个 正 十 二 边 形 的 12 个 顶点 (如 图 5-8). 
证 明 记 正 方形 的 中 心 为 0, 记 AK,LM,AN,BL,MN, p 
K. DM 的 中 点 为 PPa Piot 由 已 知 条 件 知 
《DAC,BD、KM.LN 都 是 图 形 的 对 称 轴 : 
《2) 绕 O 旋转 90 的 任 一 倍数 角 ,图 形 保持 不 变 . 
现 将 图 形 顺 时 针 旋转 90°, WJ AM 变 为 DL, 故 有 DL 1 
AM. 在 等 腰 和 DAM 中 ,DL 也 是 角 平 分 线 ,有 


ZLDA=(90'—605 — 5°. 


由 对 称 性 ,进而 得 ar 
LLAD= ZMAB= LMBA=""= ZKCD= ZKDC=15". 
从 而 知 ,AAAML.ABMN.ACNK ADKL 为 全 等 的 正三 角形 , 记 其 边 长 为 2a. 


在 AACK 中 ,OP 为 中 位 线 ,有 OPL 讨 KC=a. 


ZP.OP, = Z KCA=30°, Z P,OL.= ZKCI 
X&ALMN 中 ,OP, 是 中 位 线 .OP, = ÈMN=a=0P;. 


5 
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由 图 形 关于 AC 对 称 知 .OP, =OP: ,人 P:OP; 

再 由 图 形 关于 OM 对 称 知 ,OP, 二 OP: 一 OP 

LPOP,=2X15"=30°,ZP.OP;=ZP;O) 

最 后 由 图 撒 关于 LN 对 称 知 ,12 个 点 P,P;,…, Pi: 均匀 分 布 在 以 O 为 圆心 ,以 a 长 
为 半径 的 圆周 上 , 即 


OP, =0P; OP 一 
ZP,OP, = Z P,OP, POP =30°. 
所 以 ,Pi ,P;，……Pa 是 一 个 正 十 二 边 形 的 12 个 顶点 . 


评注 本 题 是 利用 旋转 变换 , 抓 住 图 形 的 对 称 性 给 予 证 明 的 . 

例 7 已 知 三 个 等 加 有 一 个 公共 点 0, 并 且 都 在 一 个 已 知 三 角形 内 ,每 一 个 团 与 三 角 
形 的 两 边 相 切 ,求证 :这 个 三 角形 的 内 心 .外 心 与 点 O 三 点 共 线 . 

证 明 将 三 个 等 圆 的 圆心 分 别 记 为 A，,B',C'. 连结 A'B',BC',CA', 则 显然 有 A'B” 
M AB,B'C' /BCCA' /NCA, 所 以 AA'B'C'HAABC. 

连结 4A' ,BB' ,CC 并 延长 , 则 此 三 线 恰 为 AABC 的 三 条 内 角 
平分 线 , 于 是 三 线 交 于 一 点 O. 显然 O' 即 是 AABC 和 AA'B'C' 的 
内 心 ,又 大 两 者 的 位 似 中 心 ( 如 图 5-9). 

〇 点 作为 三 等 加 的 公共 点 ,当然 有 OA' 一 OB' 一 OC', 即 O 为 
全 A'B'C' 的 外 心 . 设 人 ABC 的 外 心 为 O7, 则 两 个 三 角形 的 位 似 中 
心 0 与 二 者 各 自 的 外 心 DO 三 点 共 线 , 即 AABC 之 内 心 .外 心 与 “ 
KIEA, 证 毕 . 
评注 本 题 是 利用 位 似 变换 给 巴 证 明 的 . 
例 8 在 AABC 中 .已 知人 A~60”, 过 该 三 角形 的 内 心 1 作 直线 平行 于 AC 交 AB 于 


F. fe BC ERUN P ik 3BP= BC RiE:<BFP=} 4B. 
证 明 如 图 5-10,( 复 数 法 ) 记 P=z,| 万 | =a MA r 


PE AEE IE: : TE 
Sasin Frar Sacos Z + asin Z. 


"=, B.G. B 
coso'=a[cos 5 +H sin 7 )- 
B RA: 
BË| -acos Z +asin 3 * em 图 5-10 
B+C 
2 VSa 
E sa 
sing 2sin $ 


所 以 are 一 8, 即 LBFP- 二 人 有 


例 9 设 圆 O 的 外 切 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC .BD HPAI EFW EOF 
EARR. 
证 明 如 图 5-11,AB+CD 一 AD+BC. 设 为 网 O 的 半径 ,有 


1 ici LAD. r+ 1Rac- rN 
#AB:r+yCD+r-yAD+r+yBC+ ry 


Sams +Sniro = Samo HSan = + Saasawo vll E Jš AC tak, 


M Sawr 十 Swec = T Ssasau MA Sao Saroe = Saa + Sars» 


图 5-11 


BP Saine — Sane = Saane — Sanw. 


因此 有 Soum t Sawe = Same Sawe. M Sows 二 Same HVA Same = Sawe. 
由 于 B,D 在 EO 的 异 侧 ,EO 的 延长 线 过 BD 的 中 点 下 , 故 EOF 三 点 共 线 . 
例 10 在 一 个 平面 中 ,C 为 一 个 加 周 ,直线 L 是 加 周 的 一 条 切 、、， 
线 ,M 为 I 上 一 点 . 试 求 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 点 P 的 集合 :在 直 N. 
线 上 上 存在 两 个 点 Q MR. EY M 是 线段 QR 的 中 点 , 且 C 是 US 
APQR 的 内 切 加 AU 
解 以 上 为 + 轴 ,M 为 原 立 坐 标 系 (如 图 5-12), 设 点 P 的 
坐标 为 Cr,y) ,圆心 O 的 坐标 为 (ar)(y 盖 2r>0) .又 设 过 己 作 圆 C 图 5-12 
的 两 条 切线 与 L 的 交点 坐标 为 (4,,0) (1: ,0) ,有 
n +n =0. 
X hZ PRQ-2Z ORQ. 
ZPQR=2Z0QR. 
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so ZORQ—1 


4i co PRQ—cot2ZORQ— S S“ ZOPO 


— o" ZOQR 
及 cotLPQR= Zo ZOQR ` 


Miydi —2(ay—rz—ari + (at — r) y—2rr=0. 
这 表明 ,二 次 方程 

《3y 一 2z) 一 20ay 一 rr 一 ar)t 十 (a: 一 产 )y 一 2rz 一 0 
有 两 个 成 相反 数 的 根 4 .4 ,从 而 一 次 项 系数 为 0, 得 
ay-rz~ar=0(y>2r). 


这 是 以 N(e,2r) 为 端点 


XE 


思考 题 1 MNOO. OO: 相 切 于 点 M, OO 的 半径 不 大 于 @O, 的 半径 ， 
OO: 上 的 一 点 , 且 满足 CC RHR. AB、AC 是 点 A fJ OO, 的 切线 , 切 点 分 
别 为 B,C, 直线 MB、MC 500: 的 另 一 个 交点 分 别 为 E.F, 点 D 是 线段 EF MOO 的 
以 A 为 切 点 的 切线 的 交点 . 证 明 : 当 点 A 在 ©O: 上 移动 且 保 持 O, .O, 和 A 三 点 不 共 线 
时 ,点 品 沿 一 条 固定 的 直线 移动 . 

证 明 以 M 为 原点 ,OUO: 为 工 轴 建 立 直角 坐标 系 , 如 图 5-13 
HR ROO 方程 为 (z 十 1 关 十 于 一 1 OO: HAY- +y = 
P >I). ik A(r 十 rcosgvrsing) ,0€ (0.x)UCry2r)。 

因为 BC ROO WIAR, 

所 以 BC 方程 为 (r 十 1 十 reosg)(z 十 1) 十 yrsing 一 1， 

即 (1 十 r 十 rcosg)z 十 (rsing)y 十 r(1 十 cosb) 一 0. 

又 易 得 EFNBC, 设 EF 方 程 为 (1 十 r 十 reosg)z 十 (rsing)y 十 t 一 0. 


RAH OC/OF MAy = E 


平行 于 MO 的 射线 , 它 就 是 所 求 的 点 P 的 轨迹 . 


者 交流 


RA 是 


所 以 y= 一 Lyrae= 一 xe( 其 中 Flas rye) ,Cre ye)). 
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所 以 一 (1 十 rreosg) “十 (rsing)。( 一 +rGl+eos0) 一 0， 


所 以 (1 十 r 十 rcosb)rr 十 (rsing) 。yr 一 天 (1 十 cosg) 一 0， 

所 以 直线 EF 方程 为 (1 十 r 十 reosg)z 十 (rsing) + y= (1-+-cos0) =0. 

又 因为 AD E. GOO, 的 以 点 A 为 切 点 的 切线 ， 

所 以 直线 AD HRH ;rcos0( r —r) + irsin) y— r =0. 

设 D(zo yp) HA D fE EF 上 ,所 以 (n T ri) ro 

所 以 点 P 在 定 直线 y 轴 上 移动 . 

思考 题 2 已 知人 ABC 中 ,一 C 为 直角 ,D 为 边 AC 上 一 
边 BD 上 一 点 ,上 且 LABC 一 LKAD LAKD. 证 明 :BK=2DC 

证 明 如 图 5-14, 设 ZABC=a, 则 KAD= 人 AKD=o, 人 BDC 
=2a. 


oB rp 一 0 


SKA 


= ap 5190 —2a) 
从 而 ,BK=AB es 


* cos2a. 


图 5-14 


} ,cos2a, 


2x 


亦 即 证 sin2a= 2sina cosa. 
这 是 显而易见 的 ,因此 BK 一 2DC. 


aa 


1. 如 图 5`15, 设 A.B.C.D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 点 ,分 别 以 AC 和 BD 
为 直径 的 圆 相交 于 XY. 直线 XY 交 BC 和 于 Z. 若 书 为 直线 XY 上 异 于 Z 的 一 点 , 真 线 
CP 与 以 AC 为 直径 的 加 相交 于 C 及 AM, 直线 BP 与 以 BD 为 直径 的 国 相 交 于 昌 及 N, 试 
H AM.AD.XY Z ñ k À. 

2. wH 5-16, 过 边 长 为 上 的 正人 ABC 的 重心 G 任 作 一 直线 ,分 别 交 边 AB.AC + 
M.N. 


£ 1 
求证 :NGF 一 NG 


图 5-16 

3. AABC 是 等 采 三 角 一 AC, 假 加:(DM 是 BC 的 中 点 \O 在 直线 AM 上 ,使 得 
OB AB OQ 是 线段 BC 上 不 同 于 B 和 C 的 任意 一 点 !G 忆 在 直线 AB 上 ,下 在 直线 AC 
E, EQF 是 不 同 的 和 共 线 的 ,求证 :OQ 上 EF, 当 且 仅 当 QE= QF. 

A.D RUA AABC 内 部 一 点 ,LADB 一 人 ACB+90". 且 AC。BD= AD + BC, k 

CD 
AR CDa, 

5. 已 知 两 图 相交 于 X.Y. 证 明 : 存 在 四 个 点 满足 :对 于 每 一 个 与 两 个 纷 定 的 加 分 别 
相 切 于 A.B 的 国 交 直 线 XY 于 C.D, 光 AC.AD.BC.BD 经 过 这 四 个 点 之 

6 已 知 在 凸 四 过 形 ABCD 中 ,直线 CD 与 以 AB 为 直径 的 图 相 要 ,求证 ; 当 具 仅 当 
BC/AD 时 .直线 AB 与 以 CD 为 直径 的 轩 也 相 切 、 

7, 在 平面 上 给 定点 P。 和 人 AA,A:A:, 且 约定 当 ,4 一 A.-, 时 ,构造 点 到 Po, Pi 
,使 得 P，, 为 点 P. Paq Avv; 闫 时 针 族 转 120° 所 到 达 的 位 置 ,一 0,1,2，…, 求 
证 :如 果 Pa 一 Pp. 则 人 和 AsAsAs 为 等 边 三 角形 . 

8. 已 知 锐角 从 ABC.CD 是 这 点 C 的 高 线 ,M 是 这 AB 的 中 点 . 过 M 的 直线 分 别 交 
射线 CA .CB + À K.L, B CK=CL. #ACKL 的 外 心 为 S, 求 证 :SD SNM. 


第 一 章 平面 几何 中 的 重要 定理 


mar 梅 涅 劳 斯 定理 和 塞 瓦 定理 
“和解” 如 图 ， ECFARERAB TG: 对 人 ABC 及 点 下 ,应 用 


对 人 AGC ARB BF ,应 用 梅 运 劳 斯 定理 ,有 


AB GF CE _mn+1 GF ，_ 
BG FC EA Su s 


mn +1° 


为 所 求 . 


mn m+ 1 
BC 及 点 G AMERRE AE 


=1.# AE=cE, u AE = DC. 


CD _ NG 
Ë DN/CG.fpD “BN: 


四 边 形 ,有 ZGDN== 人 GFN. 
X ZGDL= ZGFM=60",# ZLDN= ZNFM. 
而 DN=GF=FM.DL= NF, $ ALDNANFM, # LN=MN, ZDNL= 


ZNMF. 于 是 
ZMNL = ZDNF—(ZDNL+ ZMNF)= ZDNF—(ZNMF+ ZMNP) 
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FG) —(180*— Z NFM)= ZNFM— ZNFG 
60°. 


3 证 明 如 图 ， R G8BSBAB AREH 8 R AB 为 定 比 
An FEA 出 41 AR WSABHEE A 及 的 位 置 由 点 G 惟一 确 
38 

在 AABC 中 ,出 AE.BF.CG F-D, GMEERE, f 


„BE CF_ 
"ECFA O 1 


第 3 题 图 


能 “Ec” 


上 述 两 式 相 加 ,得 (4, 十 jz Ec 


从 而 入 十 hs 二 0, 即 入 二 一 A1, 故 Xs 由 惟一 确定 

因此 ,点 H 与 点 中 在 直线 CG 上 的 位 置 无 关 . 

A 解 如 图 , 设 人 CACM 一 a, 则 人 MCB=80" 一 o. 由 角 元 形式 的 

10° _ sin20° 

0) “ sin40 ° sin30° 
从 而 sina * sin10° = sin(80“—a) * cos20", © 
所 以 2sina * cos80°= 2sin(80°—a) = cos20°, 
所 以 sin(a-+ 80°) +sinCa—80°)=sin(100°—a) +sin(60°—a), 
所 以 sin(a — 80°) — sin(60°—a) = sin (100°—a) — sin Ca + 80°) 

= 2c0s90" » xin(10" 一 o) 一 0. 
于 是 sin(e 一 80") 一 sin(60" 一 o). 
注意 到 0<o<80 , 知 一 80"<o< 
所 以 a—80°=60°—a, i a=70". 
所 以 ZAMC=180"— ZMAC- ZACM=180"—40°—70": 
注 此 题 结果 也 可 直接 由 四 式 得 出 


1) sina= sin70" 


80°,60"—a<60". 


CHAR. 


z < B 0<a.80°—a<80", Ri a=70". 
Sin10 一 sin(80 一 ao) 
5. 证 明 ”如 图 , 记 志 BAC= ZCAD=0.ZGAC=a, ZEAC=B, f $ GFD 与 ABCE 

相 截 ,由 梅 湿 劳 斯 定理 ,有 
=BG , CD , EF 


= AB: sin(0—a) , __AC + sing 
SGC ` DE ` FB 


AC- sina ` AE + sin(0—0 ` 
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AE + sing sin(g 一 a) + sing 
AB © sing sina * sin(0— 8)" 


所 以 sin(8—ae) * sing— 
即 sina + cosa + sing8 一 cosg * sina * sinB— sinó + cosg + sina 


in(0—B * sina. 


cos * sing * sinas 
亦 即 sin * cosa * sin8= sin * sina * cospr+sin(a—P) = 0a 

一 B 一 kx, 且 上 只 可 能 为 0, 放 人 GAC 一 EAC. msnm 
6. 证 明 如 图 , 设 HE 交 DB E £ K &+T P. ABAD R 

HEP, M WF p eE. 
BP , DH , AE 
PD ` HÀ ` EB 
Àt GF Z DB hK KAF Q. ABCD R # ñ QF 

斯 定理 ,得 
DQ , BF , C 
QB 


=. 


又 由 切线 长 定理 , 知 HA—AE.EB= BF. FC= (X 


7 ` aDP_DQ mmmn 
Wap. ks R, CAERE =D, 

š DP+PB_DQ+QB y DB_ DB 

运用 会 比 定理 有 合生 -如 

K PB=QB,Ų P.Q 重合 , 亦 即 月 B .DB.GF S ñ k K. 

7. 正明 如 图 , 记 妇 一 m, 逢 = 做 =/ 对 AABC 及 吉 M， 4 

pa 4BD. CE . AF A 

amarra ape. EE 

HAADCRRR EMB. AANEEN a. M - DB, CE ——c 
Pr.. SOR. iis 第 7 题 图 
MD ` Ttm "TL 

AM_ 1 十 

MD mn 


AD_ " MD 1 
由 合 比 定理 得 侧记 一 1 十 (1 二 mm)4, 邯 及 万 


ME 
CF l+n+m ml+1+/' 
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Sin10” 2sin20° » cos20° 
AN XT i kha 
(40°— a) —2sina * sin10°— sina * cos80°= sin(a +80°) + sin(a — wsum 
80°). 
所 以 sinla— 80°) = sin(40°—a)— sinta +80°)=2cos60" * sin( —20°—a) = sint — 20° 
a 


0°, p — 80°< —20°—a sa — 80°20", A 


到 0<a< 


a 一 80' 二 一 20" 一 a, 放 a=30". 

HK AF % BC + H. ZAHB= 180° - ZFAB— LABH = 180°— 30°—60°= 90°. 
故 AFLBC、 

9. 证明 如 图 ,由 塞 瓦 定理 ,得 4 


BD, CE, AF 
得 

Bp- BH. AD cp- EG: CA AF HD, LANA 

PELERRASEREH 第 9 题 图 
LEP 
Ta ~ 

由 梅 氏 定 理 的 地 定理 . 知 DAP 共 线 , 即 点 已 在 直线 AD k. 

10. 证 明 如 图 , 设 直线 PR 交 AQ 于 点 M, 四 直线 HQ 与 A 

APAD 30 2 b 6 K 2 P. 8 

AB. PC, DRL} 

BP CD QA ` 

又 在 人 PAD 中 ,AC.BD.PM 相交 于 点 R、 


AB. PC 


baare App D H 
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DQ_DM 
A00 RRMA ® 


MD Some — 


另 一 方面 , 设 直线 EF 交 AQ 于 点 M ,连结 EDEA, FD, FA. H qy 


nDEF Ei s w DEF 
A -sin Z FEA 


LEA + EM' + sinZFEA 
而 LDEF= ZDAF.ZFEA= ZFDA, 
FD __ FA 


npa Sm ZFDA' 
aMp_ED:FD 


pe 和 A AQDFOAQFA, f 
Qp_qE DE, QD_QF_DF 


QE QA EA'QF QA DA 
MD_ QD 
又 QE=QF, 从 而 WA Qa e 
DM _ M'D 


LIMEM EA 


ig MA MA 
同 理 可 证 ,EF 和 BQ 的 交点 与 PR 和 BQ 的 交点 重合 . 
于 是 ,P.F、R.E 四 点 共 线 . 


LE 如 交 AABC fi £ K + D. i£ 
AD, BAW ABCD h 6 W 85. h k t e k p. =a +c CD. 
= 从 再 

BÈ. $ m ZB=2 BAC. 

又 因为 在 人 ABC 中 , 角 A.B.C 的 大 小 成 等 比 数 到 , 则 公 比 gq 


2ZA+4ZA=7ZA==& gi 


Sh= za ZA+ B+ ZC 


ZA=1,ZB= sha. 
2% 如 图 , 习 人 BAD= 一 BCD=90 ,对 4A.R.C.D 四 点 共 辐 . 8 k BA.CD % + 
P | ZADP= ZABC—60°, 
设 AD=z, 有 AP=V3x.DP 一 2r, 由 刘 乒 定理 ,有 (2 十 V3z)。VSz 一 2r(] 十 2r). 求 


得 AD 一 = 2 
对 四 过 形 ABCD 应 用 托 蒜 密 定理 ,有 
BD + AC= 4- v3)(2V3 一 2) 十 2* 


十 So 一 


从 而 .二 (10V3 一 12) 。sinZAOB=3y3. & sinZAOB= 


3. 证 明 tHig ABAE = ZCAF =a. Z EAF =B. Saa =l É 


2 
i PPNA -AF aig 
AB + AF + sin(a+ 0) FAC + AF + sina= Sp CAB + CD—AC + 


BD). p R HIED E. R Soara SEAM AD * sinat ¿SO 


AD» AN ° sin(a+B) — LAD[AF + costar P) ° sina t AF + cosa + p 


sin(a+0))J= LAD + AF + sin(2a + 8) FAD + BC. 


BARERA, H AB CD—-AC: BD=AD * BC. 

É vans = Se we. 

4 证明 ”如 图 .由 于 ABFH 的 外 接 图 为 @BDHF. 丙 为 4 
该 如上 一 点 , 具 品 在 人 BFH 三 边 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 尸 、 

Q.R, 于 是 ,由 西 姆 检定 理 知 已 .Q.R Z k kh. Q 

同 理 ,可 证 Q.R.S E AHEC # 6 6 8 k = 

由 干 直线 PQR 5 # ñ. QRS EMA? 
真 线 重合 , 故 QP 在 直线 PS 上. 

S. 证 明 如 图 , 设 PA' | BC 于 
PC'LAB T M. hT 8 
PMRA B PARHAAN £ BP. W 

ZBAA'.+ £ AN M. 


QR. 所 以 这 两 p 


.PB' 上 直线 AC + N. 
意 到 上.B， 


由 人 .PC 、(C 四 点 共 图 ,知人 ACC' 十 人 APC = 180°. 注意 到 
NM=180°. 


$. 证明 如 图 ,从 刀 向 AC、CB 68 £ ñ ff#B DH.DJ.$ E + 
别 为 H.J.M SW km H.F.J 三 点 共 线 - 

连接 DC 交 HJ +O. F £ FG DC. CE +G. ë D 2AB 
的 中 点 知 ,DC 平分 一 ACB. 


所 以 CH= 去 (4C 一 BC) o 


X DCLHJ.® DCLCE, 

所 以 ECHHJ © 
因此 CH'=C0 > CD=GF > CD. 

f RADCLERA FEG 


所 以 DC: DI. 

m GF:D @ 

HDO. #4 (ACtBO=4DL * EF. 

7. 证 明 如 图 ,对 AABC 及 边 BC 上 的 点 S, 应 用 斯 特 瓦尔 特 4 
定理 ,有 

S t e Ctac BS_ps. 

AS'=AB + pe t AC + peT BS < SC. ' 

由 AE 平分 LA, 对 人 ABC Rit BC 上 的 点 下 ,应 用 斯 特 瓦尔 转 BT 
定理 的 推论 3, 有 AE'=AB + AC—BE + EC. NA Ñ 第 7 题 几 

AS:—AE 

° 


DAFARN ABE- AB 


” AB 


从 而 ,由 中 式 , 有 AS* 一 AF* 一 (AB 一 AC):. 
8. 解 B. k BA.CD 相交 于 PP, 设 BC 二 z+, 则 PB 一 27,PC=Y3x, 对 PBC 及 
PB 边 上 的 点 入 ,应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 


PA 
Pg AB PA 


pes AB ppg: 
CA PO pa + BC' 
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ETE Sm 
= È+ e 
BIY e tr 


h RAADCARIACBP, £ PD - PC 一 P4。PB, 邵 (V3zr 一 1) 
e Vīz=(2r—2) + 2r. RI BC 
于 是 ,CA: 一 15 一 6V3. 又 在 RtABCD 中 ,BD 
V366—2/9) =10 /3—12. 


一 


,从 而 BD。AC= V4(5—2Y3) 


a 35 
而 Sun = 2 


十 Saep 一 (2V3 一 2) 十 


& 二 (0V3 一 12) 。sinZAOB=3 .多 sinZAOB= 154675 


9. 证 明 如 图 ,连接 AD.AD 

3 # AA, 4DD, 2CB, 

所 以 D A, =DA.D,B=DC,A,B=AC. 

在 四 边 形 A D BA 中 ,由 广义 的 托 勒 密 定理 ,有 

D.A, + BA+BD, * AA, 2A.B + D.A, 

m DA: BA~CD. BC>AC + D.A. D 

在 四 这 形 AD,BD 中 ,由 广义 的 托 勒 密 定理 ,有 

BD, * DA+ BD * D A2D,D * AB. 

m DC- DA+ BD: D A2AB + BC, 

thx DB+@ xAC. H 

DA + DB + AB+ DB * DC + BC + DA * DC * AC+ AC + BD + D, 
D A+ AB: BC + AC, 

W DA + DB * AB+ DB ° DC + BC+ DA » DC + AC2AB + BC * AC. 9 

bëkafte. f $SAQRESS.A Ef TS XQD.Ob 2 
BERISH, 

$ DIA, * BA+BD, * AA, =A:B * D,A, 

E BD,+DA+BD- DA 一 DID .AB， 

由 托 甚 密 定理 的 着 定理 , 知 : 

B W A.D. BA 是 较 内 接 西边 形 , 且 四 边 形 AD, BD # W ñ 
四 边 形 . 

& A.D.B.D..A, 五 点 共 图 . 

10. 证 明 pm. BD.CD. ik Z BAD. 
外 接 图 的 半径 为 尺 . 


AC. BD» 
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B D, $ B.C, 的 中 点 , 知 Sauial 一 Sauio 


* BD=2R + sina,CD—2R + sing, BC—2R - sin(a +A). 
É B| i š g š 3 ABCD 中 ,由 托 勒 密 定理 得 AB。 CD+AC。 BD=AD * BC, 即 AB 
* 2R + sing +AC + 2R ° sina 一 AD + 2R < sinta +), 
Waman 
AB + AB: * Sawo, TAC Ad 
W AB:AB.+AC: A 
wR 平面 几何 中 几 个 易 被 忽视 的 定理 
.证明 如 图 , 连 BE 并 延长 交 AC +f F,# ZBAE=a, h + 
ERA MJZEAF=a. 以 A 为 视点 ,分 别 对 B.E.F R B.D.C 
ETTET 得 


AB。AC:。AD, ,得 


上 述 两 式 相 除 , 得 
AD_AC(AB+AF) 


ED_AB(AC—AF) AB. CF _ 
AF(ACTAB) AF ` AB+AC 


X BF 0 B. Ë= AE. AB BC, 


D Bi " 
PE RERRADR AIE ABTAC Ë 


2 证 明 如 图 ,以 上 为 视点 , 令 AEBEC 


° 


MB.CIA.D.F R A.CGERKRES.B 
sinat) _ sina | sing, 
EC EF TEB ' Do o 
Q Z ° 
z EA 5 K 
inate _ sine + sing 四 
EC EG EA' 第 ?是 用 


又 由 BDAN EF, 有 人 BDEB, 在 BED tARERRR KQED iE Q 


由 国 十 四 一 国 一 四 ,得 -下 FF 

所 以 EF=2EG, 凶 EG=GF. 

3, 证 明 pW.8 K CF £@O + D A£ BD.BH. c 

ùf ZBHF= ZCAF= ZD. E BFLHD. 8 F # HD 的 中 点 \ 
Da 
[E7 


ine 
EG ` 


设 FP 所 在 直线 交 @O 于 ML、N ñ k. BD T T A. 

H OFLMN k F $ MN 的 中 点 . 由 蝴蝶 定理 即 得 下 为 PT 的 中 

XË F # HD % * K. k HPNTD. 所 以 ,ALFHP=D= NA] 
BAC. Poe 


LEH UB. BD AA 

a. LBAM=8.AB=3a,AD= 4b. 以 A 为 视点 .分别 对 人 APQ 和 
人 ABD 应 用 张 角 定理 ,有 

Sin(a 十 有 ) sina + sing 
AM b 


a 


O.M AO=4AC.4LDAM= 第 3 起 因 


sin(a—J) _ sing , sing_ 4b * sina + 3a * sing 
A0 4b 12ab £ 
国 Sewno 一 l 46 + sina==3a * sing. 
— Ab; sinat 3a + sing _ _ ôa + sing 
12b- sina la> sing 9a singF 12a sing 7 


K AC=7AM. 
5. 证 明 如 图 ,以 C 为 视点 ,考察 线 段 PQ.QB 所 张 的 角 的 情形 ， p 


i£ AC.BC. M ZACB=90". $ ZPCA=a, M ZCBA= ZACD=a.+ 
PC=a, Be AC=24 + 


BC + sina—2a 。cova.CQ=a + cosa. KA 


sa. Bi cota = 2a * cosa + cota, CD= 


sin PCB 

Q 

sing PCQ sinZQCB_  sin2a | cosa 
CB ch 2acosa * cota a 


所 以 


sin'a peno 第 5 三 图 


cos a 


sinte+coste_ l 
ascosa 4 * cosa" 
k sinCPCB_sin<PCQ sinZQCB 
cq CB CP ` 
ARARE, S P.Q BE ARA. 
6. 证 明 wM, 4/BAM=0, /MAC=8, ZAMB=9. 以 A 为 视点 ,分 别 对 PN.Q 
及 BM.C 应 用 张 角 定理 ,家 
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sin(a-rB) sing | sina 
np 
AN AP AQ’ 


sin(a +g) _ s 
AM B 7 
又 在 AAABM 和 入 AMC 中 ,出 正弦 定理 ,有 


sina 


注意 到 MB=MC, Fš Fi Z. 9 f$ AC 


mo pa sin(a+@  2sinB, 
trora YOg 


aOkenbzi AM 
AB AM AC y 

k ADANTA $s sl. 

7. 证 明 如 图. 设 AD=m.AE= n. ZBAD= ZDAC= 
A 33.98 AADE 和 人 ABE 应 用 张 角 定理 ,得 3 ~ 
tina | sin(90° ~a) sin(90"+ 9) _ sin90” , sina ft 
n AB x ` 

w um 
于 是 AC= mn AaBs, 
mrina” AP S acosa ~ msine 


Weose 
#AABE F.d bk Rü W. 
cosa >0 ncose— msina>0( AB>0), 


同型 ,在 人 ACE 中 ,未 得 CE: 


而 在 RtAADR 中 ,DE= Vm Fr. 


2ncosa 


n * cosa vm tn 


第 二 章 
第 1 讲 “三 角形 中 的 心 
L 证明 hH 203 ZDAE-30. 8 O£ DE LEA DE 中 点 .又 吻 得 DD 一 DC， 


P 


形 中 的 特殊 点 


所 以 OD L BC. 要 证 AP / BC. R ZEM AP L DE. 

设 和 ADG,AAEF 的 外 心 分 别 为 O,、O:. 取 AD.AE tẹ & D'EI A OEL AG, 
OE LAGOD' LAF,ODL AF.XZFAG—- ADAE=90", 得 O,D/OD’ /EAOE 
NOE HDA. 

UOD 5 O:E' 2 + & H.H O,H=HF'.O,H— HD , f l B à # O.O,D E” Ë + 
行 四 边 形 .所 以 DIE' NON 所 以 DE /O,O.. 

X AP HOO POO 的 公共 纺 , 所 以 DO: 上 AP, 所 以 DELAP, 所 以 AP //BC. 

2. 证 明 设 小 较 园 心 为 07, 半径 为 ,大国 国 心 为 0. 半径 为 及, 且 @C 与 AB .BC 分 
SF D.E 两 点 .连结 DE.B(Y % + & T. 


FERH U 1. BO GO A F.B k BF 平分 /ABC 及 多, 刘 O k + QO 
WR b r(2R-r)=2Rr—r' =BO OF=OF 一- 


所 以 OF 一 (2R 一 Dsin Ë. 


sin 


2 


所 以 FI FO rO (2R—psin Ë -+ran Ë —2Rsin Ë=AF, 

fu SL t BT.OT.#4 OT + OB-0E =P =OT' 

所 以 AOTTOACTB, 所 以 LOTI' 一 LO'BT. it A THANH AIA TG. 

所 以 ZCTI+ ZLOBC= ZCTI+ LO'BT+ LTBC= ZCTI+ LOTI+ ZTBC= 


LCTO + ZCTG— ZOTG =9%, f p ZCTI= 90 — ZO'BC=90- GË. l, ZATI 
PRE: AAP 
=90- G .所 以 CCTI= ZATI. 
3. 证 是 ”如 图 , 设 人 ACB=a, 人 BAC 
T 3a 
所 以 /BC Sas G # Ala 5 BC # 2 A, W ZBAG= 


C=a. ft BFZAC ZAI + & F. 
N ZGFB=a, X. ZAGB=2a, Ë Z FBG: 


a, j ZABC 的 外 角 等 


ZGFB. 


所 以 <AABF= 号 = 全 FIAB, 所 以 FB=Fl.,GF=GB. 


Ala _AF+FB 


所 只 Ala AF—-FB.GI,=GF+ FB. 


GT, FB+GF` 
a AF_BF_AE+FB „AF_AB „Al, _AF_ AB 
B A AABFVABGF.# BF GF BE GF Ë BF = BG ` VGI = BF = pG 


作 (GKNDIs 交 AC FAK. NCE CD AD AL 
HA AE 是 人 GAC HAFA R. 


Pi A ZBAE. 


Bí ZBAE= ZAER, fi AB— BE. 
4. 证 明 wE. KSLAB+A S. KTLACTAT.NKAO 4 


ZOO 于 点 卫 , 则 AASK.AABP.AATK AACP 均 为 直角 三 角形 ， AS 
ETET À SAAD AAS AK AT rg Y 

所 以 AASKwAABP,AATKcoAACP. MMAB = AP TAC’ M Ë VANAN | 

ST/ BC. T-S 


KE 8 LS=SB.MT=TC, fi i LM// BC. 
5, 证 明 如 图 . 易 知 人 及. 人 C 的 平分 乒 的 交点 为 内 心 1 ,过 点 了 分 第 4 题 图 
别 作 AB.AC.BC f # 8 @ = ñ + F .E.D. 


4 
因为 LAAsC 一 /AAA B90, 所 以 A、As LLA DARME A <> 
ELLES PAN 


BEREM A 4:A AlsinZA:IA 一 Alsin(90" 二 二 LA)。 


一 AF. 所 以 2AA =AF+AE. 


W 2B, B: = BD+ BF.2C.C:=CD+CE. 
ML XALA: + B.B. + C.C.) = AB+ BC+CA. 
6 证 明 wet G £ AD 和 EF 的 交点 ,显然 FAB 一 
ZFCB.ZAFE= ZABE. 4 


在 AAFG 申 ,LAFG- ZFAG= ZAFE+ ZFAB+ ZBAD= Ý 
ZABE+ Z BCF+ ZBAD—90°. 
所 以 人 AGE 一 90", 即 AD_ EF. 
7. 证 明 如 图 , 设 了 是 AABC K 8 W 8 W c: , W ZNIC 
A 


Ai ee ¿ea A TE 
LABI= Z- ZMIB- LACI= 呈 ,又 CRIC 一 90" 十 分, 所 以 人 MIB — sum 


共 线 .必要 性 得 证 . 


+ZBIC+ ZNIC=180°. Ñ M.NI 
下 证 充 分 性 , 设 M.I.N 三 点 共 线 . 
B $ ZAMN= ZABI+ ZMIB= ZNIC | ZACI= ZANM. 
f Z BMI— ZINC.AM=AN, X Al $ $ ZMAN, f$ í MI=NI. 


E] $ ABMICOA INC. M bL T< 1 

X. Z BMI= Z BIC. ft DL ABMIcCOA BIC. ff 2 Z MBlI= ZCBI, Z< 

所 以 BI 平分 二 ABC. 所 以 工 为 AABC 的 内 心 . ° 
8. U pm. qa; 8 ILAND AB + D.D X + 1 ñ at f 


第 7 古风 
AHE $ # CE $ 8 k 2 AB T C. i E # FG AB ZAC + F. 
BC FAG. f Ë ACEFGOACAB. HAOI R ACFG # p 0 N . 

pu Cr+pE=CEHEGECG C + = CATAB+BC, AÅ 

又 因为 CA+AC =CAHABHBC py eae, 

KC.E.C SARA. 

H} EI=ID.CZ=ZH B C',D H F R.M 

第 8 是 图 


共 线 ， 
9, 证 明 如 图 .所 示 添加 哉 助 线 . 
因为 A. P.C. B 四 点 共 图 ,所 以 LPAC = CBL, W s 
LCAL= LSBC. 所 以 CHiAL= ZH:BL. X. ZPH.L = 


ZPLH, = ZBLR.# ú AALH, C ABH:L. f tt 


=K. RAAH QVABLR, 8 i LO 


LH. 
Hal. 


it HiR=z.RL=y, 则 LQ=kr,QH, 


困 为 四 边 形 CQLR 为 她 形 ,所 以 CR=kr,CQ=y。 
1 


所 以 tanZQCH =k tan RCH: — 


LHR. 
形 五 心间 的 关系 及 应 用 A 
1 证明 如 图 ,显然 了 为 人 A'B'C HAG PABEOLEN 有 


仆 
BI=B'I=C1= 21H ,又 LIHB=90 ,所 以 CIB 有 30 所 以 ÑZ | X7 
ZABC= 60°. ATA 

V 


所 以 CQCH 一 RCH: 一 90" 


所 以 H, C.H: 
第 2 讲 


2. 证 明 如 胃 , 当 AB 一 AC 时 ,至 然 , 这 两 个 回 的 回 心 距 等 于 这 C 
MANW382. 

不 妨 假设 AB<AC. 如 图 
FA A”. 变 ABCN 的 外 心 为 S, 设 AABC 


x” 


BC P 68 2 NK FA P.Z BC 
FAKAHA abp 第 1 题 图 
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一 二 Ca+6+o, 则 BK=p 一 6KC= 
于 是 ,BK * KC=(p—b(p— O. 
又 因为 BD=e * cos 


Apa) 
设 r 为 AABC 的 内 切 回 半径 , 则 NK = 2rsing, KP = KA’ 


secg. 


于 是 ,NK + KP=2rtang * K. 


此 ,PP 在 人 BCN # F W E. 
83 IK/SP.%W Z PNS= ZNPS= ZNKI1= ZPNI. 
因此 ,QT 5 ABCN 的 外 接 园 相 切 于 点 N. 

3. 证 明 如 图 , 设 AABC 的 内 心 为 了 ,外 

BI.CI.K K; KK KK KK v 


KK A 
因为 AABC 的 三 边 与 加 KG@K， 、@K: 相 切 ,所 以 .K: 在 LEA 


=(p—b(p— o= BK : KC. 


-Shan 
r= 


所 以 ,N I 


心 为 0. 连结 Al. N 


AT 上 ,Ki £ BI ŁK, £ CI k. A 
y y 
设 园 半 径 为 agi 
因为 AB 是 Ki WOK: #AWR B GK, f OK, 是 等 >N 
国 , 所 以 ,K; K: 到 AB HRABE r. 
#& K.K, AB. mum 
则 于 ,KiK3 //AC-K:K, / BC. 


a KL IK, IK, " e 
所 以 ， TA TB JC: KAABC HAK, KK; 关于 工 位 似 、 


«K, &AK.K;K, 的 外 心 . 


又 D 是 AABC 的 外 心 ,所 用 
4 证明 如 图 ,(1) 如 图 2-49, 因 为 ZBJ1= 分 一 ZBIJ.B D, 


B1=BJ. 从 而 ,BN 是 人 ABC 的 平分 线 , 则 B.N.E 三 点 共 线 ,BN 上 I). 
间 理 ,CM LGH. 


国 此 ,D.N.Q、M 可 点 共 国 . 进 再 ,有 /ADNM- ¿po - 入 二 CD LALLE, 
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(ZNPF- 一 B+AC,<EPM= 


AM. ZNOM=2ZMDN= ZB+ ZC. 
ZNPM=x—- ZNPF— ZFPM=x— ZB— ZC. 
所 以 ,N.O.M.P 8 & 8. 

5. 8 ”如 图 , 设 M 是 AAABP 的 内 心 - 

由 ZAPB=60" f Z BAP+ ZABP = 120°. 所 以 ,ZAMB= Ruw 


180°—( LBAM+ ZABM) =180"— È x 120°= 120". 


BB LACB=60°, Mi D.M 是 人 ABC 分 接 赔 上 的 一点 

同 再 可 证 ,人 BQC 和 ACRA 的 办 心 也 在 ABC HEN k. 

多 如 ,顶点 在 给 定 攻 上 .面积 最 大 的 三 角形 是 加 内 接 等 边 三 角 
8. 

故 以 AAPB、ABQC、ACRA 的 内 心 为 顶点 的 面积 最 大 的 三 
角形 全 等 于 八 ABC, 因 而 , 它 的 面积 等 于 1. 

这 要 的 三 角形 是 存在 的 ,例如 ,可 以 选择 所作 的 三 个 三 角形 区 mm 
为 等 边 三 角形 . 

同样 地 ,APQR 面积 最 大 的 问题 也 可 转化 为 顶点 在 给 定 园 上 的 等 边 三 角形 问题 。 

因为 XAPB 一 60”, 点 P # gÁCB Z f AB EKA k 8 k f £ 5 AABC 外 接 图 
Mu. Ra AABC FEET E 26 WE ACR. 

这 同 祥 适 用 于 QQ 和 及 , 故 APQR 的 面积 不 大 于 所 有 三 个 顶点 都 在 这 个 较 大 图 上 的 
角形 的 面积 . 

实际 上 .可 以 选择 P—- X 为 C 关于 AB 的 
Z3B XTCA 的 对 称 点 .此 时 ,这 
角形 . 因此 , 它 的 面积 等 于 4. 
6. 证 明 #AABC 为 等 这 三 角形 , 即 〇 与 了 重合 ,其 结论 时 续 成 立 . 


着 点 O 在 点 了 与 C 之 亿 , 如 国 , 作 CELAB 于 EE, 则 E1890 一 ABC. 


* 


Q=Y 为 A 关于 BC 的 对 称 点 ;R 二 
面积 最 大 的 三 角形 可 以 被 分 制 成 四 个 与 AABC 全 


ZODB=—s0`— 1 ZABC. 


于 是 LOIB 1 ZODB=180". 
所 以 点 BB.1.O,D 四 点 共 国 . 
所 以 LIDB 一 和 I0B. 


148 


m Z10B-+ ZA0B— ZACB. 
# U ZIDB= ZACB,& ID/ AC. 


著 点 了 位 于 点 人 ) 如 图 (2) 所 示 , 同 法 可 证 ID// AC. 
w 
& 
D o " 
+ a 
+ s 
0 F 
i=] w tD o 
EZE TOD FIND 


2 证明 设 品 是 AABC 的 外 心 \CO RAB 于 点 C1,CD 交 AB 于 点 P. 在 图 中 ,全 


1 sing AOC sin2B 


69 
第 7 题 网 (1) 第 7 题 图 (2) 
如 图 , 设 MKN. 分 别 是 M.K、N 在 AB 上 的 投影 . AB 的 中 垂 线 过 点 人 等 价 于 
AM o 
M, =BN, .WEN T OS 


因为 LMAD= ZBND.ZAMD= Z NBD, 


M_MD_ sing ACD 
s D: 


M AAMDOOANBD. k? BD 


AP MsinB _ cosB = sinB _ sin2B 
app NsinA cosÀ * sinA ` sin2A° 
CEELEN 


的 切线 交 BC + À E. AC 


8 证 明 pa, Te 
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又 了 是 ACEF KEHN 5 EF 的 切 点 
切 贺 与 AB 的 其 点 。 

记 户 为 人 ABC 询 半 周 长 ,a 为 BC 

则 AX'=BX=p—b. 

it AL 与 BC 交 于 点 Y'. 由 正弦 定理 得 : 


B X'EAARC ñ $ 


b # AC 长 ,c 为 AB 长 . 


CY _ CY ,AY _ xin<CPY 。_ sinB  _ sinB , 
BY AY ` BY sinC SnZBAY sinC 
sing CAY ,sin AX'C | sinZACX' CL.AL.AXN_p-b. CL 


xinCACX ` sinZ BAY ` sinZAXC < AL XT b c XL 
; Eaa 分 别 表示 人 ABC 的 内 切 


=b. E m PÈ 
所 以 rr 


所 以 多 是 点 入 的 人 ABC h iN 5 à BC 的 交点 ,BY = p—c, X BY=p—b, 

所 以 A、 #A SHR Y=Y', P BY=BY. 

W p—b=p—c, fih h=c, R AB=AC. 

9 证 明 如 图 , 设 BC=a,CA~b.AB=c, 人 CAB=a. 人 LABC= 
B. Z BCA=y. i} BLCK 交 于 点 DD. 由 二 人 PAQ 是 等 是 三 角形 ,所 以 


ZBKL=ZAPK-/ABK= 


£#-1-1ZACR. 


又 因为 ZIK1- ZBKL=3 ZACB= LACI, f B. I.K.Q.C Bl Z= 


ARM. B 
FEZIKC-ZIQC= Z. A ZILB= Z. LELLI 
MR. B.L.K.C RA 3 M.IL.D.K 四 点 共 国 , 且 BC 是 ACLK 的 外 接 加 直径 ,TD 


RAILK 的 外 接 图 直径 . 


在 人 JLK phra D-K p É 


SinZLDK cosZLCK' 


EACLK P. ERRAA a 一 于 是 ,有 ID=atanZLCK. 


LK, 
Sin ZLCR` 
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| 
ass" 


以 ,ID=etan 5. 


因为 ZLCK= ZIQ 


男 一 方面 .r=AQtan $ S AQ= tema), 其 中 为 人 ABC 的 内 切 加 半径 . 
于 是 ,会 有 天 rk: 的 内 切 圆 相 切 . 当 且 仅 当 人 IJ-K 的 外 接 回 真 径 等 于 


AABC 的 内 切 加 半径 , 当 且 仅 


一 1D= 二 00+e a) =ambhe=3a, 


10. W DEO GEA OH $ 8 £ AABC 的 外 心 和 重心- 车 4 
A' CHI È BC.AB 的 中 点 , 则 AHNOA .CHNOC ,4CNAAC 
故人 AHCOAA'OC', 有 AH 一 2A'O. 记 AA' 5 OH XFA G', W 
AA'G'OVAAG'H. 

所 以 ,AC 一 2， “GH =206'. & G $ AABC H f 

REAM ARAA 和 入 BCD HESH OKA MAHABA 
AACD 的 重心 H EA h t&C 和 入 ABD HEG Hoho “ WNO 
通过 点 站 和 AAABC 的 季 心 HH 为 了 方便 起 见 , 对 每 一 点 了 用 三 代 


RAROP. SW ABCD 的 重心 Gs wR G -BLCLID Y Hs 是 人 BCD 的 委 心 ,根据 


MERA GH, 210G, Ha Ga=2Ga ÑR H.=3G,=B+—C+D. $ MI. 
H,=36,- A—C+D.H, =3Ge=A+B+D,Ho=3Co=A+B+C. 由 此 
Br. C HP EHe „AHBECED, g hy hahe TETS 


如 图 (2), 过 点 DANI BCCAABKHER 8 R 93 3 L. 
M.N. L.M.N 共 线 , 此 直线 即 为 点 D X + AABC 的 西 姆 松 线 L 
Ly. š 

若 上 是 DL 5 AABC HHN t zA. b ZAL'D= ZACD= 
LMID 有 AL / LM. 

ZA AAH, 5SAABC HRMS- RA. 

因为 ZACB 一 LA'AB 一 ZBCHo. 故 BC EA H, 的 季 直 平 第 10 题 图 (2) 
2. 

HAD 与 BC XPA DDH, 与 DL 交 于 点 

则 了 是 DL "的 中 点 .由 CD 人 一 CA LD, Hol” //AL' // LMN, E W, In 
即 为 LMN ,经 过 DH 的 中 点 . 

同 理 ,j AAH, 的 中 点 ,Jn 过 BH 的 中 点 .J ACH. 的 中 点 。 

根据 前 面 结论 .这 些 中 点 为 同一 点 S. 则 .Js.1、1o ZFS. SDAY, S= 


= 


Və 


+ 


D+H, 
z 


是 DH, 的 中 点 . 因为 H = H. 2. S 


这 里 ,RR 是 和 人 ABC 外 接 较 半径. 即 S 的 轨迹 是 以 线段 OH 中 点 为 网 心 , 全 为 半径 的 


m. 
第 三 章 “与 圆 有 关 的 重要 问题 
第 1 讲 圆 窜 和 根 轴 
L Hm 如 图 ,所 求 的 充 要 条 件 是 AB 十 AD 一 CB 二 CD. 
1 "必要 性 的 汪 明 
kit E.F 两 点 的 路 一 司 分 别 与 DA EK ñ f DC HEKA t 
于 和 KK 两 点 
AB+AD D-BG+JA+AD 
=BG+JD=BH—KD 
=BH+KC+CD=BH+HC+CD wam 
—CB+CD. 
2°. 充分 性 的 证 明 
设 凸 四 这 形 ABCD ñ X. k t AB 上 AD=CR+CD. 
在 DA E£ ñ fe DC 延长 线 上 分 别 取 了 成 和 K A$ AJ=AG.CK-CH,T Ë 
DJ=JA+AD=AG-AD=AB+AD-BG=CB+CD-BH=CH+CD= DK. 
过 J] 点 和 K 点 分 别 作 DJ 和 DK 66 A.0 f 45 2 a Hu fits J AMK 点 
的 贺 . 
因为 AJ==AG,CK=CH. 所 以 A 点 和 C 点 关于 原 有 图 的 军 分 别 等 于 过 两 点 关于 所 
LEES 
又 网 为 直线 AC 年 原 有 的 图 福 交 于 已 和 下 两 点 ,所 以 EF EW AOE A AC 
LLLLLLD 


至 此 ,我 们 证 明了 所 作 的 与 DA 延长 线 和 DC EKA iB N EF ñ 8. 
评注 可 以 通过 必要 条 件 来 求 充 要 条 件 AB 二 AD 一 CB1CD. 
2. 证 明 wE EKA 交 回 O 于 M. 设 加 C) 的 半径 为 RR, 则 点 
对 回 O 839 3 R 一 L(F = LA LM.T E 
LO A + LM=R -LA + M- LD 
LA + IM+LA + LI 
"LA IM+ LP: , 


i ZMIC=+(ZA+ ZC ZBCM++ZC= LMCI $ 


PL 


1 A= 
MI=MC=2R * sin y ZA=2R AT 


从 而 ,LO 局 一 LA + 2R + PE +LPt=(R— PIY. 

由 此 , 即 知 加 与 加 O 相 切 . 

3. 证 明 如 图 , 连 OS.OT.ST, EAMA SP.TP 相交 于 中 ,对 得 PS 一 PT, 由 此 即 
WE P ñ H OO, ), 所 作 切 线 长 相等 , 故 点 王 在 这 两 圆 @O POO 的 根 轴 上 , 且 有 
PS = PN * PM. 

连 OP ST 于 点 Q, 则 OPLST, 且 PQ + PO= 
点 共 图 。 

由 此 , 即 有 OM | MNeSOQ LONEN 在 直线 ST 上 6S,N.T 三 点 共 线 . 


=PN + PM, 故 O.Q.N.M 四 


第 3 题 轩 EEEL] 

4. 证 明 如 图 , 设 以 BE 为 直径 的 国 为 @O,, 以 CD 为 直径 的 国 为 Os,BM.CN 是 
商 线 ,月 为 重心 , 则 M 在 @O E.N OO: k. 

因为 ,日 .CM、N 四 点 共 图, 所 以 HB- HM= HC * HN. 9 H Ë X + B j 5 YE 
点 .所 以 H # @O, MOO 8 $ë E. 
证 明 如 图 , 设 人 ABC 和 ABKN ë * # W 8 < y O, Ors h B t. k O. 
O O 三 点 不 共 线 ( 否 则 昌 和 M 重合 ), 而 直线 AC.KN.BM 分 别 为 这 三 个 贺 中 两 两 贺 
的 根 轴 , 故 它 们 必 相 交 于 fu x P. 

由 PMN 二 LBKN= 人 NCA, 知 P.M.N.C B À # Ë, M B & 2 k, Ú @ PMNC 的 
E+B š GO 6 3 ,W f (ik R 3 GOO 的 半径 BM * BP 
ZA PHOO W W % T š. P 33 OO f E, f PM * PB= PN * PK = PO' —R'., 

b ERARA. PO' — BO = BP(PM— BM) = (PM+ BM) ( PM— BM) = PM 


oP 


一 BM ,由 此 有 OM | BP ,& ZOMB=90°. 

6 证 明 ”如 图 , 连 PQ. 并 在 PQ 上 取 一 点 MM, 重 得 B.C.M、 
已 四 点 共 国 , 则 Q š @ABCD 和 @BCMP ADRESSA p 
QE’ =QC - QB=QM : PQ. TR 

此 时 LPMC 一 LABC 一 人 PDQ, 从 而 C.D.Q.M 四 点 共 
E, 9 P zt g, l G CDQM Ë; X $: 

PC + PD=PM ° PQ. ° 

š£ PF 交加 ABCD + E'. ff QG L PF T G. M P.Q a 
@ABCD HRA 3 PC + PD=PE' * PF. 

R QC + QB—QF: 

由 四 十 区 并 注音 图、 加 式 , 有 

QM : PQ+ PM : PQ= PQ' = QC + QB+ PC + PD=QF' + 
PE + PF, 

色 PQ'-QF'=PE'+ PF=(PG-—GE” + PF. 

X. PQF =(PG' + QG!) (QG +GF:)= PG 

= (PG -GF)(PG+GF)=(PG—GE) * PF. 


比较 全 
合 , 故 P.E 
第 2 讲 
l. 证 明 连 AG M K % BC 于 上 , 则 入 在 AABC 的 外 接 园 上 ,人 在 人 AHBC H A A 
WE. X. G £ AABC 的 外 接 图 与 Neha pQ. E fe ts 2: 1. PG! GQ=2 
tE PAG RX E.M Q 点 图 上 
2. 证 明 设 G 是 ABC 的 重 


调和 共 纪 的 ,考察 以 〇 点 为 起 点 的 向 量 , 则 OF 
DC. ,ORF < IOA + 10B +10 
等 号 成 立 , 这 是 不 可 能 的 . k OH<3R。 


3. 证 明 如 图 , 设 人 ABC 的 外 心 为 0, 连 OH. OH 的 中 
点 V, 则 VV 为 AABC RAMKI G. 


ON, f ON LAG, h i t ZAON= ZAG; 
XZACL=ZAON, Ñ ZACL= ZAGL. 
AÑ ZBGL= ZBGH= ZHCL= ZHCB.  B.H.C.G 8 
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m. 

4. 证明 设 O. 于 分 别 为 人 ABC 的 外 心 与 甜心 .IT dB 分 别 为 人 ABC 的 内 心 和 
Z +$. 由 干 月 .A.B.C 构成 一 老生 《四 点 中 , 任 一 点 是 男 三 点 构成 的 三 角形 的 重 
心 , 屿 四 点 为 委 心 组 );1 S h danh 构成 一 新 委 心 组 ,又 人 ABC HARIRA 的 
AAB ATAbLhLh 的 外 心 O R 2 +T O 的 工 的 对 称 点 . 其余 以 此 类 似 地 推 证 . 从 而 新 和 
心 组 各 点 与 老 重心 组 各 点 关于 ATip 的 九 点 加 的 圆心 对 称 . 

S. 证 明 (Di E.F 分 别 是 边 BA 的 延长 线 .CA 的 延长 线 上 的 点 , ha GUE, 
知 LA 平分 CBAC,JnA 平分 ZCAE,IcA 平分 CBAF. 又 CBAF 一 人 CAE, 从 而 有 Tu、 
Ase ZARA LA 上 Jafe. 

AW, BLC. 故人 ABC 为 ClaJele 的 委 足 三 角形 ,故人 ABC 的 外 
WeH E S ATI le 的 九 点 图 。 


《2) 设 O A Alne 的 外 心 , 则 和 Oly = + 180° — Zl le) 


1 n 
去 (180 一 2 


Zl). 8 Il A,C RARD, 8 ZDAC S ZI le A ZO Tale 4 LIAC 一 
90°,W 1,O' LAC. 

同 理 ,JAO' -BC,JnO' LBA. É = & # t à + O. 

6. 证 明 ik Alr eyi) B(ri y) Cy) DG y) R $ 8 t f # D A, MJ z 
ty mG 1.2,3,4). Ë A 5 E 8; 2 Z 8 8 fF g É Q 3£ f 66 P A, 8 AABC. 
AABD.ABCD.AACD A à 8 8 

o (atata tt) .0 ë 


o = 十 x ty +y Jož = 


IE En tn tn ytytyty 
考虑 点 G( 7 7 
4 


laici -j tatata antata ) tinta n tyta 


同 理 ,10Gi 一 10,6| 一 :0,G| 


ROO OLO 62 G Bu T h 2668 k. 


第 3 讲 几 类 重点 问题 及 解法 
1. 证 明 如 图 . 设 工 为 人 ABC 的 身心 ,连接 1A JJBJIC.IK.IL JJMJTN. 


E a 


ZCAI, E ZBAL 


CAK. š 


LIAK,X AL=AK.A]=A1. N 
AKT, 于 是 H.= K. AA 
IM, XÑ IK=IL=IM=IN,Ẹ K.L. phi e 
M.N 四 点 共 国 . 
2, 证 明 如 图 ,如 果 EF/1 BC, 则 AB=AC,.AD 是 EFZY 的 niun 
对 称 灿 ,因而 四 边 形 EFZY RER SA D. a 


如 果 EF 4BC.it BC 5 FE HE K ñ 6 t + P.E ñ FEP R 
AABC.b 83 3 NRA. A E 


p 


劳 斯 乾 定 理 , 知 Z,Y 、P 三 点 共 线 , 干 是 。 

PE: PF=PD'=PY+ PZ. PE + PF=PY + PZ. 由 市 线 定理 的 逆 定 理 ,有 下 、 
ZY 四 点 共 国 。 

3. 证 明 如 图 ,在 线段 PQ 上 取 一 点 G, 使 PB.C.G 四 点 共 
W.N ZCGP— ZCBA= ZCDQ.B k D.C.G.Q SARN. 

因为 QF’ 一 QC + QB=QG - Qp. 

所 以 QP — QE: —QP: —QG - QP—QP : GP. 

X. l $ OP: —OE:—(OP+OE)(OP—OE)= PC -+ PD= PG + 
PQ. 

所 以 QP: — QE: —OP: — OE: , 

所 以 PE LOQ. X EF L OQ. 


B P.E.F 三 点 共 线 . 
4. 证 明 ”如 图 . 西 为 CD 为 @O 与 加 O, RARE. 
所 以 OO, LCD. 


又 因为 和 APO, + <PCD= ZAPO, + 人 PBA = ZAPO, ++ 


ZAO P=90". 
所 以 OPLCD, 从 而 OO, //O, P. 
因为 AB 39050 WARR. 
所 以 OO, LAB. 
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X. l 3 ZCOP, + Z PAB= ZCP0,+ Z PDC= ZCPO,+ 二 2Poc= 90". 


所 以 OP 上 AB, 从 而 OO, // O: P. 故 四 边 形 O, PO,O 为 平行 四 边 形 ,有 OO 与 OP 
互相 平分 , 即 O,O, 过 线段 OP 的 中 点 . 

依 上 可 类 似 地 证 晶 ,O:O, 过 线 我 OP 的 中 点 ,因此 ,OP ,OLOs .CON Z ñ t k. 

5. 证 明 如 图 , 设 两 同 国 心 为 D, 引 小 图 的 直径 PB, 则 O 
是 PB 的 中 点 ,由 中 二 定理 ， 


PQ +Qh' =2QO' +2OP:. š OQ=R, 

OP=r,WJ PQ +QB 一 2R 十 2 天 ° 
同 理 ,RP" | RB’ =2R' +2, 四 
# QR: = (QB+ BR) =QB' | BR' +2 + QB > BR. 


作 OH LAB + H.W OQ' —OB' =QH'— HB =(QH+ HB) 
(QH 一 HB)=QB QA. W QB QA= R' 

所 以 QR = QB: + BR: + 2( R' 

D+@+@, 得 

PQ + PR' +-QR' =6R +2r (£ ft). 

6, 证 明 如 图 , 作 过 (点 且 与 AB 相 切 于 A 点 的 国 , 交 人 AADE 
WARNTE 点 (不 同 于 A 点 ),* 四 边 形 ADPE £ W ñ * 9 ñ #. 


APCE, nbA=AD, 根据 已 如 .AD: CE=DB : AE, 所 以 


AD_AD+DB_AB 


E CE+AE AC 

这 是 一 个 定 值 , 册 此 可 知人 APC 形状 一 定 ,并 且 A\C 是 定点 ,点 已 也 是 定点 , 故 图 
ADE HHA P. 

7. 证 明 如 图 ,车 直线 AD、BC 不 平行 , 设 其 交点 为 S, 因 为 AB- 4 
CD 为 加 内 接 四 埃 形 , 则 AASBcACSD. 从 西 ,4 = CR s 


又 因为 CF wmAE_CF 


AB CD 


AE NASE: ie 第 ?了 题 图 (1) 
有 AS cs. &AASECACSF. 


所 以 ZASE= ¿CSF.R SE = SA 


从 而 ZESP= ZFSP. +£ ZASP= Z BSP. 
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所 以 己 到 AD 、BC 的 距离 相等 , 故 Saww : Sawe ZAD € BC 为 党 
&. 

š AD//BC 时 (各 图 ),ABCD 3 % 65, R AB=CD, 4 f BE 
= DF. 

设 M.N 分 别 为 AB .CD 的 中 点 
FENY. 于 是 ,EF 的 中 点 在 
相等 , 故 Sawo t Sase =AD + BC. 

8. 解 ” 当 动 点 M 在 大 国 例 到 的 不 同 部 位 时 ,入 应 的 图形 略 有 类 
异 (如 图 ) ,我 们 所 处 过 的 求解 过 得 统一 地 适用 于 各 种 情形 - p 

RARLSADHI-ZAEC NCA RPB & ft # N 
的 切线 相交 于 了 A. 

因为 TAB= ZAMB= ZANC, 

所 以 MB // NC. 

fi 2 ZCNP= ZMPN=60. 

设 直线 PN 与 内 国 的 另 一 交点 是 Q, 则 A.C.N.Q 四 点 都 在 内 轩 
周 上 ,因而 ,CAQ= 人 CNP= ZMPN 由 此 可 知 ,A.Q.P.B 四 第 8 三 用 
ARE. 

OL OR.Q 训 是 内 国 上 的 定点 ,CAQ 一 0, 并 且 尸 皮 在 AABQ W WF N E.B k. 
我 们 可 以 按 以 下 方式 作出 PANA EARRAS ! 哉 得 的 优 吏 上 取 Q 点 ,使 和 BAQ 
=0. 然后 作 AABQ M E. i EX £ ZABT W B BAIA E 5 k B that. 

9. 证 明 H.C 8 # B.P. — BQ, # h B # PQ 和 
APOP EPQ PQ 和 约克 分别 相 内 切 于 点 QOPQA 
CBitBQ = CP B.C, + C, P, =BG + C,Q, 以 及 CQ = 
C.B, + BP's. 四 式 相 加 ,利用 BC + C, B, = B,C, + G, 以 
PP 在 B.P, ARKA EA B,P,= B.P'.. 

从 而 可 知 点 P, 与 点 P, 重合 . b+ BÓ, 
P.Q. Wm B, 以 及 P, # 8 E ñ k, F 2 8 z Ó, P, t P,Q is 
AIFA Po. 

(2) 现 在 分 别 过 点 P. 和 P. ULRAERNDLS ANR PsT 和 PTAA T. 又 
过 点 Q, 3 m tg 8 3 6 ANE RS ,分别 交 PT # P,T + Ë R, 和 Si. 连接 PQ 和 
PQ f$ 8 = ñ” PQR HROS. 基于 此 ,我 们 可 有 

ZP.Q P, =r- LP QR ~ ZP,Q.S =x—(ZP.P,T— ZQ PeP.) -P,P T- 


+Ë ME 一 NF, 卫 下 .下 到 MN 的 Ë à 
上 ,从 而 ,已 到 AD 和 BC 的 距离 


7 
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ZQ,P,P.). 
W n- ZP.Q P, = ZQ.P.,P, + ZQ. P, P. £ A E 5. 


ZP.Q P, Ty 


(AP PT 
F89398_2P.Q.P,=x—-1UZP PTHP T). 所 以 Pi Q .Qi ,Pi OARE. 


第 四 


第 1 讲 几何 不 等 式 
1, 证 明 如 图 , 讽 AABC 的 三 条 中 线 分 别 是 AD BE、CF, 它 们 


交 于 重心 G。 
因为 GATGB>AB， ç £ 
124522: 有 É 


)>AB+BC+CA. 


几何 不 等 式 与 几何 变换 


X GA=+AD.G. 


BE.GC— #CF. 


所 以 i (AD + BE+CF)>AB+BC+CA. 


所 以 AD+BE+CF> 3 (AB+BC+ 
2. 证 明 wE Ë 

> 
《1) 因 为 CABC= 120", ZABD=30°, A 
所 以 人 DBC 一 90", 则 DC # B <: O. EN e 
易 得 AAADO 是 正三 角形 且 这 长 为 人 "ae 
iZ BDC=9, IJ ZADB=50°—69. 


š AD AB szum 
在 AABD P WEREMA E no o 


则 a 一 csin(60" 一 9) ,又 b=csing. 

所 以 a 二 besin(60 一 人 ) 十 c，sing 一 2c。sin30” cos(30°—8)<çc 
W c2a+b. 

(2) 要 证 | VeTa VeT6!= /e=a=b, 

只 要 证 2e+a+b—2 VicTa(eTo) 
只 要 证 2a 十 20 十 < 一 2 /(Ctay(ec+0. 


a—b, 
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即 证 a +e +ab= 


4 
在 人 ABC 中 ,由 余 蓄 定理 得 
AC =a + +ab. 


EAADC 中 ,由 AC 


Mt a'tb tab 3 


二 
“J 
“ 
rowmy( 一 及 (1 一 S) mn =A laS). Ú c 

证 原 不 立 , 只 要 证 
要 证 原 ERRERRE ú o Kint 
DS + VS + VIDAS + VKS 

中 
内 均值 不 等 式 , 有 
VD atla S Y: — 
HOPIE i a 


将 以 上 四 式 相 加 , 即 知 四 式 成 立 .， 

所 以 原 不 等 式 成 立 

4. 证 明 如 图 , 设 AC.AD.BD.BC 的 中 点 分 别 为 K .L.M.N. 
X š AB.CD t t ñ # 3) 9 H.G. HL. NG 分 别 交 AC + E.F. 则 


; nig zt 
Sraanwu Sg Sasemn= g 


下 面 证 明 四 过 形 KNMI £ 8 à # HNGL 的 内 部 , 即 证 明 点 K 4 
和 点 M 在 四 边 形 HNGI. 的 内 部 . 


24 FF=>AC.AK= ACR EF+AK=AC. 
所 以 它们 的 交 不 可 能 是 空 的 
DA K 在 线段 EF k. 


同 理 , 点 M 也 在 四 边 形 HNGI. 的 内 部 - 
所 以 题目 结论 成 立 . 
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1 
>L Qi 2+2— 
Pk 1 2 十 2 一 3) 


所 以 要 证 不 等 式 成 立 。 
2R° sinA » sinB » sinC, 


(a+b+e)—R(sinA + sinB+ sinC). 


sinA + sinB + sinC 


eeen 


则 如 -2sinA * sinB » sinC(sinA +sinB+sinC): 


Eh y=sinr 在 [0,x] 内 为 上 凸 函数 、 


区 B_ B, B 
M PQ=2PB. sin B=2PI + cot Ë + sin Ë= ©) 
s ù : 
间 理 ,PR 2r cos È,QR=2r + cos Ç. T 
x Be = r [ 第 7 看 图 
cot teor $). 
„BC, CA, AB., [BC CA -AB 
MAPOTQOR RP”? ` N PQ + QR - RP 


PEENE. SMU: PER = 
因为 sin Ç sin 2 sin g > 


8. 证 明 如 图 , 设 园 C, 的 半径 为 , 则 图 C: 的 半径 为 2r. 连续 
OA; .OB; .OB;. 在 四 边 形 OA:B:B; 中 ,由 托 勒 密 不 等 式 得 

OA: * B;B, + OB; + A; B;,Z:OB; + A,B,, 

即 r+ B,B,+2r ° A; B; 222r * A;B;, 

所 以 B.B. +2A; B, >24 十 A;B;) 

RE B.B,+2A,B,2>2(A,A, HAB), 

B,B, + 2A,B,>2(A A +A: B:), 

B.B, +2A, B, >2(AA: +A; B). nsun 

四 个 不 等 式 相 加 ,得 

B, B, + B,B, +B, B, + B, B, Z 

即 2L. 

当 且 仅 当 四 边 形 AAAA 为 图 C 的 内 接 正方 形 时 “一 "成立 , 此 时 四 边 形 
B.B: B, B, 也 为 正方 形 . 

9, 证 明 设 Z PAB. Z PBC. ZPCA<120°, 


UAA: HAA HAA, HAAD. 


B 2PM>PB.2PN>PC. 

所 以 2(PG+PM+PN)>PA+PB+PC. 
这 与 埃 尔 多 斯 一 莫 德尔 不 等 式 矛 盾 . 

故 命题 得 证 . 


,Bi=2(p 一 bcos Š, 


10. 8 易 知 AiCi 一 2(p 一 Ocos BB 
B,C, =2psin 全 ,其 中 请 为 AABC HEAK. 
则 T= BDAC + BC, + AB) 


3R e 


= Epo — eos Ë + 2p — breos E + 2psin | 


ma ocos Ë + tate pes g+ aps $ 
=25acos $ +2p sin $ 
一 4RY sinA + cos 4 十 2RY sinA Dy sin 2. 


ms casa A+ BEC. 3y 


mm Esg 


则 45D)sinA ,cox 全 


mu < 9 + 3 Á. 

当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 ,上 式 " 一 ”成 立 . 

第 2 讲 几何 变换 

l. 证 明 如 图 , 设 点 O 〇 在 线段 人 B 瑟 长 绕 上 B 的 外 侧 , 次 KL 5M w 
的 交点 记 作 忆 和 Q .将 边 BC 和 AD 与 w 的 切 点 分 别 沁 作 M 和 NN. 这 点 
P.Q 分 别 作 四 的 切线 4， fel ER OR e) PO t £ f i ft a. 

在 以 〇 为 中 心 ,将 ml 变 为 四 的 位 似 变 换 下 ,过 点 上 的 切线 BC 变 为 
在 将 mm 变 为 由 的 位 似 变 的 下 ,直线 AD ÈX l. k p BCN ,ADA. 
R ZCKL= Z KLD=a. X. 8 48 Z BMN ANM, 所 以 四 边 形 KLNM 为 


SW R.B D PQAMN, 所 以 PQ= MN—2a. 

所 以 该 樟 形 的 中 位 线 经 过 四 的 国 心 ,得 KM 的 中 点 与 BC 的 中 点 重 
r. 1.N 的 中 点 也 和 与 AD 的 中 点 重合 . 故 原 命题 成 立 . 

2, 证 明 如 图 ,我 们 来 考察 点 Q f B. 分 别 位 于 直线 BK HAR, 
及 点 忆 和 BB, 分 别 位 干 直线 BM 的 两 侧 的 情形 ( 其 余 情形 可 作 类 似 讨论 )。 第 1 题 图 
直线 QK 与 PM 相交 于 点 N, 因 此 点 Q 和 P 分 别 是 点 K EMENN 为 中 心 的 位 似 变 换 
之 下 的 像 (切线 变 为 与 自己 平行 的 、 切 点 在 强 的 中 点 的 切线 ). 从 而 人 NQB+ Z NPB=x. 
Z KB. B+ Z KQB=x.ZMB.B+— AMPB= 以 ZKB,B+ LAMB,B 一 x, 即 点 B, 在 直 


线 KM E. fi V ZBQB; = ZBKB, = ZKNM=ZB,MB= ZB, PB. 
163 和 


XE ZQBP+ ZQNP=x 
HIE BPB.Q 为 平行 四 边 形 . 


0.3] OE zCD. 


m 第 3 题 图 第 4 是 图 
人 证明 N.E M 为 EF PAK CM 票 C', 使 C"M 一 CM, 财 四边 形 CEC'P 为 
平行 四 

所 以 FC // DC. EC ABC. 

所 以 AD: AF=AC : AC'=AB : AE. 所 以 BD/ EF. 

f ZMEC= Z BDC= Z BAC, 

f L AMEC:OAMAE, f t ME : MA —MC : ME. 

即 MC: MA 二 MF: ,必要 性 得 证 . 

充分 性 :着 BD//EF, 过 点 下 作 EC'/BF 交 AC + C”. 

# AC: AC =AB: AE=AD : AF. 所 以 CF/CD. 

所 以 ECFE 是 一 个 平行 四 波形 

MU ME MF. 

5. 证 明 如 图 , 设 大 正方 形 的 中 心 为 0, 作 变换 R(0,909. it 
PQRS--P'Q'R'S'.N P'Q'R'S' 仍 为 一 个 正方 形 ,内 与 正方 形 QRSP “| 
的 对 应 边 平行 ,再 设 B 一 B'、.D 一 D'. 则 D'、P'、S' 共 线 ,B'、R'.Q' 共 D' 
线 , 具 A.D' 与 B'\C 分 别 位 于 大 正方 形 的 两 对 边 上 ,由于 直线 S'D' 与 
PA 之 同 的 距离 等 于 直线 RC 5 QBA 8. E AD'//CB', 所 以 


s S 


AD' 一 CH ,所 以 D'B' £ AC, X DB' DB E D'B*=DB 

所 以 ACLBD B AC=BD. 

6 证 明 如 图 ,以 AC 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 加 反射 变换 , 则 CC 
一 A, 设 BeB', 则 BA=BC.LBAC=AACB=80", 

又 CBAC=40", 所 以 人 BAB 一 40 

X B'B AC. M ZABB' = Z BAC=40"= ZB'AB. 

所 以 B'B= B'A= BC. 

Ë Ff BC=BF.ZFBH' 

所 以 B'F = B'B= B'A , ff b À. R 


BD ZBAF— + ZBB'F—30', X ZABC=60°. 


所 以 AB'BF 为 正三 角形 ， 
AABF 的 外 心 。 


所 以 AFL BC. 

7. 证 明 如 图 , 议 N 关于 AB 的 重 直 平分 线 的 对 称 点 为 N。 
点 于 AC HELPAR HAEA» M’. R BN' 一 AN,MY . 

因为 人 ABC 的 外 心 D 是 这 两 条 垂直 平分 线 的 交点 A 
ON.OM' =0M, Z BON' = Z NOA, ZM'OC = Z AOM, 
LMON'~ Z BOC— Z BON' — Z M'OC = Z BOC- Z NOA — LA 
LAOM=2ZNOM— Z NOM= Z NOM. á 

所 以 AMION' SAMON ,所 以 M'N'— MN. 第 7 题 间 

所 以 AAMN 的 周 长 AN+ NM+MA= BN + N'M' + M'C2 

8. 证 明 如 图 ,连结 MP 并 延长 交 AD 于 也 ,连结 SQ 并 延长 
X BE + Q'. £ PQ , 则 易 知 PQ P'Q'. R AC 中 点 0', 刘 OP'/ 
CD.OQ / AB. X. MS LAB.MR . CD. 

所 以 MS LOQ',MR LOP'. 所 以 M.E.F.O F à $ 8. 

所 以 ZEMF= ZEOF, ff t Z SMR— Z P'OQ”. 

X SM=AB : cot Z AMB.MR=CD + co Z CMD. 

f L ASMROOAQ'OP” 

所 以 将 ASMR # rt 2 # ft B £ # 6 5 AQ'OP” $ & (ë e f # f 90°). 

所 以 SR 上 PQ ,所 以 PQ | RS. 

9. 证 明 B.R k BC HP AAO, ERRO- 90.8 B 一 A,A-C, 设 M- 
AM . 则 AM |BM. 
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又 AD] BM, 所 以 AM. ZCM' 
D= AMB. 

X CM' LAM, f Ë ZM'CD= ZMCD=45°. 

所 以 M 为 AC iñ ip AS AM=MCSCM' =CM= ACM DS 
ACMDSZCM'D= ZCMD=/ AMB= CMD. 


10. 证 明 如 图 所 示 , 作 变换 T(FE), 则 FE. 


在 AD ñ k ñ F.H CM 


D-D', R| D° 


第 9 题 图 


在 DC 上 ,ED'LFD, ZC'DE= ZADC: 


第 19 LRD 


又 COEC-90 一 二 <C,ZB 


所 以 COE 


BO O.D'.C.E * N. 

BZ D'OC= ZD'EC—= ZA= Z0AC+ ZACO,. 

W ZD'OC = 180*— ZD'EC= l80*— ZA=180°—(ZOQAC+ ZACO). 
KA D OA kB. 

X ZED'A = ZACO= Z OAE. f ü, AE— ED' = FD. 


180°— (90' 


FER ”平面 几何 中 党 用 的 解 题 方法 j- 


1. 证 明 ( 解 析 法 ) 引 理 圆心 
公共 纺 共 点 . 

ROOG=1,2LDA FEA +y +D Eyt oe 人 
们 两 两 相 减 得 公共 纺 广 各 

La (D, —D,)r+(E,-- E,)y+F, = F, 
D.—D,)r+(E, — E.) y— F, — F; 


LES E LEESI EE 3 


第 1 L 
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LiD- D Dr+(E,—E)y+F,—F, 

DADCRRS AR 与 1. 的 交点 P AERA Goy) ER PEL L.l. 
La 交 于 点 P. 

当 吕 在 线段 XY 上 时 ,由 国 紧 定理 得 

PM PC—PX * PY—PN * PB. 

& M.N.C.B 5 A # 8, Z NMC=— Z/ NBC. 

X.ZNBC+ ZNDA=90',ZAMC=90", 

所 以 ZAMN+ ZNDA=180, 

即 AA.DNVM 四 点 共 图 , 且 国 心 不 在 AD k. 

DIREA AM DN XY # & + Q. 

2. 证 明 ”如 图 ,证 法 1( 三 角 务 数 法 ): 设 ZAMG=a, 则 人 ANG 
=120"—a. 

在 AAMG 和 人 AANG 中 ,分 别 应 用 正 歼 定理 ,得 

MG _ AG NG AG 


Win30 sina sin30° sin(120°—a 


W AG= a, 
,Va s VS3a 
Añ MG™ Beina'NG Beint120"—a)* 


m 36sin”a — 36sing: sin? (20°—a) 


=E ARME 


证 法 2( 解 析 法 ): 以 AG 所 在 直线 为 x R.A 为 原点 建立 如 图 5-17 所 示 直角 坐标 系 ， 
MER ABAC 方程 分 别 为 


一 
yy 
5 -5 
ANGAL (Eao aramasernal iiaia 
ysine. 


代入 直线 AB.AC 方程 ,分 
v3 


Musina= Ta HŽrcosa: Natsina 


i 
Wo NG 
$e sn ewe = | (sina cosa) (sina +F cosa) |+ (sinat econs) ] 


ADOSI D MA f 


说 明 车 将 题 中 点 人 换 成 高 AD 上 的 任意 点 也, 设 AP= 
MOYA +. 
3. ERON O BC 中 点 M 为 原点 ,BC 所 在 直线 为 G. 


Fit BC=2, ZC= ZB=a. FQC=0. Ñ OM=cota, 
# ERA 3.8 

QF_ 1—-QM QE_ LI-QM 

šina sina tó) sina ™ sinta—0)" 


EAE S QF=QE Mak HERR. D e 
sin(a l-8) sin( ) 
QM- inta Fina 0 


所 以 hy * hao = tand + CH 


一 cototang。 


cota 
=n ° { Tu 
因此 OQiEF. 

必要 性 : 当 OQI EF H.E ker 


QM= cota ，tan9, 代 入 上 述 两 式 ,得 


L lțeotat tana, _ L 
Q= sin(a+0) ee cosg 
MR QE= X QE=QF. 


cosd 
LE 《复数 法 ) 以 顶点 C 为 原点 ,(A 为 实 纳 建立 复 平面 . 
AITAS r k 8 f # k k n ta # 2 de. h EDB MA tF DA 6 e te H IL f i 8 
而 得 到 
由 已 如 每 


168 


DB=DÀ - hlte zacB +90 + isin( ZACB+90°)] 


=DA. acetis ZACBI 


=l 1—i =. 


5. 齐 析 与 解 议 全 是 一 个 与 给 定 两 图 祖 切 于 A ,月 的 图, 因为 与 y 

直线 XY 相交 , 则 与 两 给 定 的 赔 要 么 都 外 切 .要 么 者 内 切 , 内 切 时 也 
š 妨 只 对 其 中 的 一 种 情况 给 予 证 明 . 

CA R E AXY T P.CB £ ËB BXY +Q.#J CA + CP= 
CX: CY=CR * CQ. # U A.B. P.Q S š & E. T £ CAB- 
LCQP. w o us 

ËL C ff Ë n Ha CRR 5 B 在 直线 XY a.a Z BCR= ZCAB= ZCQP. f: 
CR/ PQ. 

考虑 分 别 以 入 各 为 位 似 中 心 的 两 个 位 似 变 换 , 将 图 Q 变 为 两 个 抬 定 的 加 .以 A 为 
位 仪 中心 的 位 似 变 的 将 直线 CR £ E AXY EA P 的 切线 ,以 BB 为 位 似 中 心 的 位 似 变 
换 将 直 弘 CR 变 为 加 BXY 在 点 Q KHR ARERR F CR. 因此 ,这 两 条 切线 
与 直线 PQ 重合 , 即 这 两 个 图 的 公 切 线 .所 以 CA、CEh 分 别 这 点 P .Q. 

媒 上 所 述 ,两 个 给 定 图 的 两 条 外 公 切 级 与 这 两 个 图 的 四 个 切 点 即 为 满足 条 件 的 四 个 


6 证明” 如 图 . 设 EE.F 分 别 为 AB.CD 的 中 点 , 玉 到 CD 的 路 离 D 
为 di 小 到 AB WEB 5 d. AREK = 
_1 
d = yAB. ° 


Cr 


(WEA X BC/AD HEF p 8 ABCD 的 中 位 线 、 有 EF 
人 AD, 得 面积 Saar Ser 


ws gm 
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AB. 


yd 
71 
1 


从 而 ,直线 AB 与 以 CD 为 直径 的 圆 档 切 . 
(b) 必 要 性 ”车 直线 AB 与 以 CD 为 直入 的 轿 相 要 , 则 d =+cp. 


d 


š Š $ 
得 Sowr=Sawr = AB: AD, 


故 AD/EF. 

ME EF/BC. 

得 BC/AD. 

7. 证 明 引进 复 平 面 ,以 各 点 的 字母 表示 名 点 上 的 复数 ,并 设 


u= cos60°+isin60"= 


依 题 意 得 
P.—A,=(A,—P.-,) * u.(n=1.2.3..), 
HARRA 


P, 20DA, uP,- 
一 (1+w0A. 一 w[(1+w)A。 ,—uP.-:] 
SOHA, uA,- ) +u? P, 


1HDIA, ~u,- HA a Ana HHI A +P 
X n=1986 时 ,由 于 A, r= lo 
有 Pim 6620 +WD CA, —uA: Hu A.) P, 
=6620 FOF (CAs ~A) ul A: A.]4 P... 
得 ATA SulA A). 
这 说 明 ,AA, Yh A.A, # A, 2 8; $ç £ 8 60° 8 8 KAAAA 为 正三 角形 . 
评注 AREMRASSTHMNG.LMPE ASMA. 6 5 4 6 Ok. 
8 分 析 由 于 ACKL A $8A.S 为 其 外 心 , 所 以 CS KL. 因此 可 选择 用 解析 法 
证 明 以 KL 为 x 输 .CS 为 y 办 建立 直角 至 标 系 ,如 图 5-22 所 示 , 设 L(1,0),K( 一 
1.0).C(0,a)M(b.0). 
则 直线 CB F 48 9 y=—ar+a, 8 CA FR y=ar+a, 
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M 为 线段 AB 中 志 * 所 以 设 Abed), Bbt+c.d). 
所 以 [tta-d gj BC 一 1, 一 ob) 
alb—e) ta=d [d=—ab A(6 一 1.ab) 


B AB: y= -abr tab CD: y= br ta, 


又 CL 的 中 委 线 方程 为 ?一 全 第 8 mm 
所 以 |SM| = EtL Aao 
qa: 
ab 1) 


] 


一 十 1 


Rah +i Hat —Aa' h ~ Gah —2at) 


llat 


RNR 14H K+H Hub 
ry T+ 4a +2 +a'b')] 


at —2a' + 142 
4a? 
PISMI? = SDI, ISMI = |SD|. 
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